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Abstrakt
Tato pra´ce se zaby´va´ studiem stability syste´mu˚ obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch
rovnic prvn´ıho rˇa´du. Jsou zde uvedeny vybrane´ druhy stability a komen-
tova´ny na konkre´tn´ıch prˇ´ıkladech. Hlavn´ı d˚uraz je kladen na prˇ´ıpad au-
tonomn´ıch linea´rn´ıch syste´mu˚, kde jsou klasifikova´ny jednotlive´ typy sin-
gula´rn´ıch bod˚u. V za´veˇru pra´ce je pak aplikova´na teorie stability v mate-
maticke´m modelu, ktery´ popisuje veden´ı elektricke´ho proudu v prima´rn´ım a
sekunda´rn´ım vinut´ı transforma´toru.
Summary
This thesis deals with a stability analysis of the first order systems of ordinary
differential equations. There are introduced some stability approaches in the
thesis and they are discussed in the several examples. The attention is focused
to the case of linear autonomous systems, where the classification of the
singular points is realized. The thesis is closed by the application of the
stability theory in mathematical model of electric current conduction in a
primary and secondary coil of a transformer.
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portre´t
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1 U´vod
Protozˇe syste´mem obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du je pop-
sa´no chova´n´ı mnoha rea´lny´ch jev˚u, je te´to problematice veˇnova´na cela´ rˇada
cˇla´nk˚u a publikac´ı. My zde na tuto problematiku nava´zˇeme a budeme se v
te´to bakala´rˇske´ pra´ci zaby´vat u´lohou, kdy je trˇeba urcˇit, za jaky´ch podmı´nek
se syste´m chova´ v urcˇite´m smyslu usta´leneˇ. Chova´n´ı uvedene´ho syste´mu je
popsa´no jeho vlastn´ım rˇesˇen´ım, prˇicˇemzˇ takovy´ch rˇesˇen´ı mu˚zˇe by´t v za´vislosti
na pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch nekonecˇneˇ mnoho. U veˇtsˇiny syste´mu je zˇa´douc´ı,
aby jejich chova´n´ı bylo v urcˇite´m smyslu bl´ızke´ jednomu prˇedem dane´mu
chova´n´ı uvazˇovane´ho syste´mu. Tato problematika je tedy prˇedmeˇtem stu-
dia stability rˇesˇen´ı syste´mu obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du.
Nejcˇasteˇji pozˇadujeme, aby toto chova´n´ı setrva´valo v klidu nebo v perio-
dicke´m pohybu. Prˇedstavme si naprˇ´ıklad zˇeleznicˇn´ı most, ktery´ je v urcˇite´m
cˇasove´m okamzˇiku zat´ızˇen proj´ızˇdeˇj´ıc´ım vlakem. Vlivem hmotnosti proj´ızˇdeˇ-
j´ıc´ıho vlaku docha´z´ı k pr˚uhybu tohoto mostu, jehozˇ matematicky´m mode-
lem je syste´m dvou obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du. Pote´ co
vlak opust´ı most, docha´z´ı k jeho odlehcˇen´ı a na´sledne´ oscilaci s amplitudou,
ktera´ se s rostouc´ım cˇasem zmensˇuje, dokud most nedosa´hne rovnova´zˇne´ po-
lohy, ze ktere´ byl vychy´len. V takove´mto prˇ´ıpadeˇ je cˇasovy´ pr˚ubeˇh pr˚uhybu
uvazˇovane´ho zˇeleznicˇn´ıho mostu stabiln´ı. Mohla by ovsˇem nastat takova´ situ-
ace, zˇe by hmotnost vlaku prˇekrocˇila nosnost mostu, cozˇ by meˇlo za na´sledek
jeho prolomen´ı a cˇasovy´ pr˚ubeˇh pr˚uhybu by byl nestabiln´ı. Teorie stability
se zacˇala budovat koncem 19. stolet´ı a za jej´ı zakladatele jsou povazˇova´ni
H.Poincare´ a A.M.Ljapunov. Od te´ doby byla v te´to oblasti popsa´na cela´
rˇada pojmu˚ (typ˚u stability) a metod. My se budeme zaby´vat prˇedevsˇ´ım lja-
punovskou stabilitou a tedy vesˇkere´ pojmy ty´kaj´ıc´ı se stability, ktere´ budou
v te´to bakala´rˇske´ pra´ci vystupovat, cha´pejme v ljapunovske´m smyslu.
Nyn´ı udeˇla´me rozbor hlavn´ıch cˇa´st´ı obsahu te´to pra´ce. Ve druhe´ kapi-
tole je provedena analy´za jednotlivy´ch typ˚u ljapunovske´ stability rˇesˇen´ı pro
obecneˇ nelinea´rn´ı syste´m a da´le je zde zpracova´na za´kladn´ı teorie prˇ´ıme´ Lja-
punovovy metody. Trˇet´ı kapitola je veˇnova´na studiu ljapunovske´ stability
rˇesˇen´ı linea´rn´ıch syste´mu˚. Soucˇa´st´ı te´to kapitoly je take´ metoda, jej´ızˇ po-
moc´ı mu˚zˇeme nelinea´rn´ı syste´m cˇa´stecˇneˇ linearizovat. Na´pln´ı cˇtvrte´ kapitoly
je popis stability singula´rn´ıho bodu autonomn´ıho syste´mu a na´sledna´ klasi-
fikace tohoto bodu vzhledem k trajektori´ım jeho rˇesˇen´ı. V pa´te´ kapitole se
zaby´va´me aplikac´ı neˇktery´ch pojmu˚ uvedeny´ch v prˇedchoz´ıch kapitola´ch na
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konkre´tn´ım fyzika´ln´ım prˇ´ıkladu z oblasti elektrˇiny a magnetismu. V ra´mci
pra´ce byly vytvorˇeny v programove´m prostrˇed´ı Maple 12 dveˇ aplikace, ktere´
da´le vyuzˇ´ıva´me ve cˇtvrte´ a pa´te´ kapitole k vy´pocˇtu a vykreslen´ı rˇesˇen´ı auto-
nomn´ıch linea´rn´ıch syste´mu˚. Tyto aplikace jsou prˇ´ılohou pra´ce a nesou na´zvy
aplfazovyportret.mw a apltransformator.mw.
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2 Nelinea´rn´ı syste´my
2.1 Za´kladn´ı pojmy a definice
Nezˇ se zacˇneme zaby´vat stabilitou rˇesˇen´ı obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rov-
nic, je trˇeba rˇ´ıci, zˇe analy´zu budeme prova´deˇt v euklidovske´m n-rozmeˇrne´m
prostoru Rn, jehozˇ prvky z = (z1, z2, . . . , zn)T uvazˇujme jako usporˇa´dane´ n-
tice rea´lny´ch cˇ´ısel. Prostor Rn cha´peme jako normovany´ vektorovy´ prostor
a za normu vektoru obvykle vol´ıme normu soucˇtovou (‖.‖1), euklidovskou
(‖.‖2) nebo normu cˇebysˇevovu (‖.‖∞). Tyto normy jsou definova´ny prˇedpisy
‖z‖1 = |z1|+ |z2|+ . . .+ |zn| ,
‖z‖2 =
√
(z21 + z
2
2 + · · ·+ z2n),
‖z‖∞ = max {|z1| , |z2| , . . . , |zn|},
kde z = (z1, z2, . . . , zn)
T ∈ Rn a |zi|, i = 1, 2, . . . , n, znacˇ´ı absolutn´ı hodnotu
rea´lne´ho cˇ´ısla zi. Uvedene´ normy jsou vza´jemneˇ ekvivalentn´ı.
V prostoru Rn tedy uvazˇujme syste´m nelinea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´l-
n´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du
y˙1 = f1(t, y1, y2, . . . , yn),
...
y˙n = fn(t, y1, y2, . . . , yn),
ktery´ budeme zapisovat ve vektorove´m tvaru
y˙ = f(t,y). (1)
Prˇedpokla´dejme, zˇe funkce f je spojita´ na mnozˇineˇ D = {[t,y] ∈ R × Rn,
t ∈ I = 〈t0,∞) , ‖y‖ < a}, kde 0 < a ≤ ∞. Cˇ´ıslo a nazy´va´me po-
lomeˇrem mnozˇiny D. Take´ budeme prˇedpokla´dat, zˇe parcia´ln´ı derivace funkc´ı
na pravy´ch strana´ch syste´mu (1), tj. ∂fi
∂yj
, i, j = 1, 2, . . . , n, existuj´ı a jsou
omezene´ na mnozˇineˇ D. Da´le bud’ y(t) rˇesˇen´ım syste´mu (1).
U´lohu, kdy chceme naj´ıt rˇesˇen´ı syste´mu (1), ktere´ v dane´m bodeˇ τ inter-
valu I spln´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku
y(τ) = γ, (2)
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kde τ je pocˇa´tecˇn´ı bod (okamzˇik) a vektor γ ∈ Rn je pocˇa´tecˇn´ı hodnota,
nazy´va´me pocˇa´tecˇn´ı u´lohou nebo take´ Cauchyovou u´lohou a zapisujeme ji ve
tvaru
y˙ = f(t,y), y(τ) = γ. (3)
Nyn´ı uvedeme veˇtu, ktera´ se vyjadrˇuje k existenci a jednoznacˇnosti rˇesˇen´ı te´to
pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovy) u´lohy. Tato veˇta je postavena na za´kladeˇ Peanovy a
Picardovy veˇty, jejichzˇ zneˇn´ı a d˚ukazy lze naj´ıt v [10].
Veˇta 2.1. Necht’ vektorova´ funkce f vystupuj´ıc´ı na prave´ straneˇ syste´mu (1)
je spojita´ a ohranicˇena´ na neˇjake´ oblasti Ω ⊆ R × Rn obsahuj´ıc´ı bod [τ,γ].
Pak existuje alesponˇ jedno rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovy) u´lohy (3) definovane´
na jiste´m intervalu (τ − ξ, τ + ξ), ξ ∈ R+. Pokud nav´ıc v kazˇde´m bodeˇ oblasti
Ω existuj´ı parcia´ln´ı derivace ∂fi
∂yj
, i, j = 1, 2, . . . , n, ktere´ jsou v te´to oblasti Ω
ohranicˇene´, tj. existuje L ≥ 0 takove´, zˇe plat´ı∣∣∣∣∂fi∂yj
∣∣∣∣ ≤ L, i, j = 1, 2, . . . , n,
potom existuje pra´veˇ jedno rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) definovane´ na jiste´m
intervalu (τ − ξ, τ + ξ), ξ ∈ R+.
Necht’ je vektorova´ funkce y0(t) rˇesˇen´ım pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovy) u´lohy
(3), tj. y0(t) je rˇesˇen´ım syste´mu (1), ktere´ v bodeˇ t = τ vyhovuje pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nce (2). Existenci a jednoznacˇnost tohoto rˇesˇen´ı na´m vzhledem k prˇed-
choz´ı veˇteˇ zarucˇuje drˇ´ıve kladeny´ pozˇadavek na funkci f syste´mu (1), a sice,
zˇe funkce f je spojita´ na mnozˇineˇ D a take´ na mnozˇineˇ D existuj´ı omezene´
parcia´ln´ı derivace ∂fi
∂yj
, i, j = 1, 2, . . . , n.
Pozna´mka 2.2. U´vahy, ve ktery´ch se zameˇrˇ´ıme na soustavy obycˇejny´ch di-
ferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du, lze aplikovat i na obycˇejne´ diferencia´ln´ı
rovnice n-te´ho rˇa´du, tj. y(n) = f(t, y, y˙, . . . , y(n−1)). Provedeme to tak, zˇe
obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnici n-te´ho rˇa´du prˇevedeme na syste´m obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du a pouzˇijeme teorii stability na takto
vznikly´ syste´m.
Nyn´ı uvedeme a rozliˇs´ıme jednotlive´ typy ljapunovske´ stability pro obecneˇ
nelinea´rn´ı syste´m (1).
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Definice 2.3. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) se nazy´va´ stabiln´ı (podle
Ljapunova), kdyzˇ ke kazˇde´mu τ ≥ t0 a kazˇde´mu ε > 0 existuje δ = δ(τ, ε) > 0
tak, zˇe pro kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) plat´ı na´sleduj´ıc´ı implikace:
‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ =⇒ ‖y(t)− y0(t)‖ < ε, pro vsˇechna t ≥ τ.
Pozna´mka 2.4. Prˇedchoz´ı definici mu˚zˇeme interpretovat takto: Male´ zmeˇny
dat (parametr˚u, koeficient˚u) vyvolaj´ı malou zmeˇnu rˇesˇen´ı, cˇ´ımzˇ mu˚zˇeme rˇ´ıci,
zˇe rˇesˇen´ı y0(t) je stabiln´ı, pokud kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t), ktere´ je mu dostatecˇneˇ
bl´ızke´ (δ-bl´ızke´) v pocˇa´tecˇn´ım bodeˇ t = τ z˚ustane v dostatecˇneˇ u´zke´m (ε-
u´zke´m) va´lcovite´m okol´ı rˇesˇen´ı y0(t) pro vsˇechna t ≥ τ .
Pozna´mka 2.5. Pokud neˇjake´mu rˇesˇen´ı syste´mu (1) nevyhovuje podmı´nka
stability uvedena´ v prˇedchoz´ı definici, pak o takove´m rˇesˇen´ı rˇekneme, zˇe
je nestabiln´ı. Forma´ln´ı definici nestability zap´ıˇseme pomoc´ı logicke´ negace
pojmu stability.
Definice 2.6. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) se nazy´va´ nestabiln´ı (podle
Ljapunova), kdyzˇ existuj´ı τ ≥ t0 a ε > 0 tak, zˇe pro kazˇde´ δ > 0 existuje
alesponˇ jedno rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) pro ktere´ plat´ı ‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ
a existuje cˇ´ıslo t1 > τ tak, zˇe ‖y(t1)− y0(t1)‖ ≥ ε.
Definice 2.7. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) se nazy´va´ stejnomeˇrneˇ sta-
biln´ı (podle Ljapunova), kdyzˇ ke kazˇde´mu ε > 0 existuje δ = δ(ε) > 0 tak, zˇe
pro kazˇde´ τ ≥ t0 vsˇechna rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) splnˇuj´ı na´sleduj´ıc´ı implikaci:
‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ =⇒ ‖y(t)− y0(t)‖ < ε, pro vsˇechna t ≥ τ.
Pozna´mka 2.8. Definici 2.7 lze tedy obecneˇ vyja´drˇit tak, zˇe rˇesˇen´ı y0(t)
je stejnomeˇrneˇ stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ je stabiln´ı a cˇ´ıslo δ vystupuj´ıc´ı
v definici 2.3 za´vis´ı pouze na ε a nikoli na τ . Je tedy zrˇejme´, zˇe pojem
stejnomeˇrne´ stability je silneˇjˇs´ı nezˇ pojem stability. To znamena´, zˇe pokud
je rˇesˇeni y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) stejnomeˇrneˇ stabiln´ı je i stabiln´ı.
Definice 2.9. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) se nazy´va´ asymptoticky sta-
biln´ı (podle Ljapunova), kdyzˇ
(i) je stabiln´ı (podle Ljapunova),
(ii) ke kazˇde´mu τ ≥ t0 existuje δ = δ(τ) > 0 tak, zˇe pro kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t)
syste´mu (1) plat´ı na´sleduj´ıc´ı implikace:
‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ =⇒ lim
t→∞
‖y(t)− y0(t)‖ = 0.
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Rozd´ıl mezi stabilitou a asymptotickou stabilitou lze uka´zat na na´sledu-
j´ıc´ım prˇ´ıkladu z mechaniky. Uvazˇujme sfe´rickou plochu v t´ıhove´m poli s
kulicˇkou umı´steˇnou uvnitrˇ te´to plochy. Je zrˇejme´, zˇe tato kulicˇka zaujme rov-
nova´zˇnou polohu v nejnizˇsˇ´ım bodeˇ plochy. Pokud dojde k vychy´len´ı kulicˇky
vneˇjˇs´ı silou z jej´ı rovnova´zˇne´ polohy, bude okolo te´to polohy oscilovat a da´le
vlivem trˇen´ı a odporu vzduchu se budou amplitudy oscilac´ı zmensˇovat (v li-
miteˇ se bl´ızˇit k nule), tj. kulicˇka se bude asymptoticky bl´ızˇit k rovnova´zˇne´ po-
loze (z prakticke´ho hlediska rovnova´zˇnou polohu zaujme za konecˇny´ cˇas). Pak
o te´to poloze mu˚zˇeme na za´kladeˇ vy´sˇe uvedeny´ch definic rˇ´ıci, zˇe je asympto-
ticky stabiln´ı. Nyn´ı si prˇedstavme idea´ln´ı situaci, kdyzˇ trˇen´ı mezi kulicˇkou
a sfe´rickou plochou neexistuje a pokus je realizovany´ v absolutn´ım vakuu.
Pak bude kulicˇka po vychy´len´ı neusta´le oscilovat okolo rovnova´zˇne´ polohy,
avsˇak tuto polohu nezaujme. Z toho je patrne´, zˇe rovnova´zˇna´ poloha kulicˇky
je stabiln´ı, nikoli vsˇak asymptoticky stabiln´ı.
Z geometricke´ho hlediska mu˚zˇeme stabilitu popsat tak, zˇe rˇesˇen´ı, ktera´
jsou si ”bl´ızka´”z˚ustanou ”bl´ızka´”take´ pro vsˇechny hodnoty t ≥ τ . Pokud
chceme, aby platila podmı´nka asymptoticke´ stability mus´ı nav´ıc platit, zˇe se
vzda´lenost teˇchto rˇesˇen´ı pro t → ∞ bl´ızˇ´ı nule. Je tedy zrˇejme´, zˇe asympto-
ticka´ stabilita implikuje stabilitu.
Definice 2.10. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) nazveme stejnomeˇrneˇ asym-
ptoticky stabiln´ı (podle Ljapunova), kdyzˇ
(i) je stejnomeˇrneˇ stabiln´ı (podle Ljapunova)
(ii) existuje δ > 0 tak, zˇe pro kazˇde´ τ ≥ t0 a pro kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t) syste´mu
(1) plat´ı na´sleduj´ıc´ı implikace :
‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ =⇒ lim
t→∞
‖y(t)− y0(t)‖ = 0.
Pozna´mka 2.11. Stejnomeˇrna´ asymptoticka´ stabilita je na rozd´ıl od asym-
ptoticke´ stability neza´visla´ na vy´beˇru pocˇa´tecˇn´ıho bodu τ . Pokud je rˇesˇen´ı
y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) stejnomeˇrneˇ asymptoticky stabiln´ı, pak je stej-
nomeˇrneˇ stabiln´ı a za´rovenˇ asymptoticky stabiln´ı.
Definice 2.12. Necht’ rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) je asymptoticky sta-
biln´ı. Mnozˇina vsˇech bod˚u γ ∈ Rn, pro ktere´ plat´ı rovnost
lim
t→∞
‖y(t)− y0(t)‖ = 0,
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kde y(t) je libovolne´ rˇesˇen´ı syste´mu (1) se nazy´va´ oblast prˇitazˇlivosti rˇesˇen´ı
y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3). Je-li oblast´ı prˇitazˇlivosti cely´ prostor Rn, pak o
tomto rˇesˇen´ı rˇ´ıka´me, zˇe je globa´lneˇ asymptoticky stabiln´ı (podle Ljapunova).
Pozna´mka 2.13. Je-li rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) globa´lneˇ asympto-
ticky stabiln´ı, pak je take´ stejnomeˇrneˇ asymptoticky stabiln´ı.
Definice 2.14. Rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) se nazy´va´ exponencia´lneˇ
stabiln´ı, pokud existuj´ı konstanty k > 0, α > 0 a δ > 0 takove´, zˇe pro kazˇde´
τ ≥ t0 je rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) splnˇuj´ıc´ı podmı´nku ‖y(τ)− y0(τ)‖ < δ
definovane´ pro vsˇechna t ≥ τ a plat´ı
‖y(t)− y0(t)‖ ≤ k ‖y(τ)− y0(τ)‖ exp−α(t−τ),
kde t ≥ τ .
Pozna´mka 2.15. Protozˇe z nerovnosti uvedene´ v prˇedchoz´ı definici plyne
‖y(t)− y0(t)‖ ≤ k ‖y(τ)− y0(τ)‖, je exponencia´lneˇ stabiln´ı rˇesˇen´ı stejno-
meˇrneˇ stabiln´ı. Podmı´nka uvedena´ v definici 2.14 zarucˇuje take´ asymptotic-
kou stabilitu.
Da´le ukazˇme, zˇe prˇi oveˇrˇova´n´ı podmı´nek stability rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı
u´lohy (3) stacˇ´ı tyto podmı´nky oveˇrˇit pro jedno libovolne´ τ0 ≥ t0 a pak uzˇ
mus´ı platit pro vsˇechna τ ≥ t0.
Prˇedpokla´dejme, zˇe k neˇjake´mu pevneˇ dane´mu bodu τ0 > t0 a ke kazˇde´mu
ε > 0 existuje δ0 > 0 tak, zˇe pro kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) plat´ı na´sleduj´ıc´ı
implikace:
‖y(τ0)− y0(τ0)‖ < δ0 =⇒ ‖y(t)− y0(t)‖ < ε, pro vsˇechna t ≥ τ0.
Zvolme nyn´ı libovolneˇ τ1 ≥ t0 tak, zˇe naprˇ´ıklad τ1 < τ0 (prˇ´ıpad τ1 > τ0 lze
prove´st analogicky). Z podmı´nek kladeny´ch na funkci f , ktere´ jsou uvedeny
na zacˇa´tku kapitoly plyne, zˇe rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) za´vis´ı spojiteˇ
na t, τ,γ. Potom k cˇ´ısl˚um τ0, τ1, δ0 a ε existuje takove´ cˇ´ıslo δ1 > 0, zˇe pro
vsˇechna rˇesˇen´ı y(t) syste´mu (1) splnˇuj´ıc´ı podmı´nku
‖y(τ1)− y0(τ1)‖ < δ1
a pro vsˇechna t ∈ 〈τ1, τ0〉 plat´ı
‖y(t)− y0(t)‖ < ε, ‖y(τ0)− y0(τ0)‖ < δ0.
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Na za´kladeˇ prˇedesˇly´ch u´vah mu˚zˇeme tedy rˇ´ıci, zˇe pro kazˇde´ rˇesˇen´ı y(t) a pro
kazˇde´ t ≥ τ1 plat´ı na´sleduj´ıc´ı implikace:
‖y(τ1)− y0(τ1)‖ < δ1 =⇒ ‖y(t)− y0(t)‖ < ε.
Ta na´m zarucˇuje platnost podmı´nky stability rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3)
pro vsˇechna t ≥ τ1. Je tedy zrˇejme´, zˇe je tato podmı´nka splneˇna nejen pro
pevneˇ dany´ bod τ0, ale i pro libovolneˇ zvoleny´ jiny´ bod τ1 ≥ t0. Z toho tedy
plyne, zˇe prˇi oveˇrˇova´n´ı stability rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) stacˇ´ı platnost
jej´ı podmı´nky uka´zat na jednom libovolneˇ zvolene´m pocˇa´tecˇn´ım bodeˇ τ ≥ t0.
Stejne´ tvrzen´ı lze uplatnit i prˇi dokazova´n´ı podmı´nek asymptoticke´ stability.
Syste´m (1) lze pomoc´ı linea´rn´ı transformace
y(t) = x(t) + y0(t), (4)
kde vektorova´ funkce x(t) znacˇ´ı odchylku mezi rˇesˇen´ım y(t) syste´mu (1)
a rˇesˇen´ım y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3), prˇeve´st na novy´ syste´m
x˙ = g(t,x), (5)
ve ktere´m plat´ı g(t,o) = o. Nulovy´ vektor x(t) = o nazveme trivia´ln´ım nebo
take´ rovnova´zˇny´m rˇesˇen´ım syste´mu (5) (z linea´rn´ı transformace (4) plyne, zˇe
se rˇesˇen´ı x(t) syste´mu (5) stane nulovy´m vektorem pra´veˇ tehdy, kdyzˇ plat´ı
y(t) = y0(t)).
Nyn´ı si toto tvrzen´ı oveˇrˇ´ıme. V syste´mu (1) tedy provedeme linea´rn´ı trans-
formaci (4). Jelikozˇ je vektorova´ funkce y0(t) rˇesˇen´ım pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3)
plat´ı
y˙0 = f(t,y0).
Pak
x˙ = y˙ − y˙0 = f(t,y)− f(t,y0) = f(t,x + y0)− f(t,y0).
Oznacˇ´ıme-li
g(t,x) = f(t,x + y0)− f(t,y0),
dostaneme syste´m
x˙ = g(t,x), g(t,o) = o,
ktery´ je jizˇ zmı´neˇny´m syste´mem (5) a ma´ trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o. Na toto
trivia´ln´ı rˇesˇen´ı je linea´rn´ı transformac´ı (4) zobrazeno rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı
u´lohy (3). Je tedy patrne´, zˇe bychom se prˇi vysˇetrˇova´n´ı stability rˇesˇen´ı y0(t)
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pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) mohli omezit pouze na zkouma´n´ı stability trivia´ln´ıho
rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) a z´ıskane´ vy´sledky na´sledneˇ prˇene´st pomoc´ı
linea´rn´ı transformace (4) na rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3). Pro vsˇechny
uvedene´ typy stability zrˇejmeˇ plat´ı, zˇe rˇesˇen´ı y0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3) je
stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ je stabiln´ı trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5).
Pozna´mka 2.16. Definice uvedeny´ch typ˚u stability bychom pro trivia´ln´ı
rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) zavedli obdobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ rˇesˇen´ı y0(t)
pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (3). Pro na´zornost uvedeme na´sleduj´ıc´ı definici.
Definice 2.17. O trivia´ln´ım rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) rˇekneme, zˇe je
stabiln´ı (podle Ljapunova), kdyzˇ ke kazˇde´mu τ ≥ t0 a kazˇde´mu ε > 0 existuje
δ = δ(τ, ε) > 0 tak, zˇe pro vsˇechna rˇesˇen´ı x(t) syste´mu (5) plat´ı na´sleduj´ıc´ı
implikace:
‖x(τ)‖ < δ =⇒ ‖x(t)‖ < ε,
pro vsˇechna t ≥ τ . Pokud nav´ıc plat´ı
lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0
pro kazˇde´ rˇesˇen´ı x(t) syste´mu (5), potom o trivia´ln´ım rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
(5) rˇekneme, zˇe je asymptoticky stabiln´ı (podle Ljapunova).
Nyn´ı si shrnutou teorii stability uka´zˇeme na konkre´tn´ıch prˇ´ıkladech.
Prˇ´ıklad 2.18. Analyzujme stabilitu trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
x˙1 = −3x1 + x2
x˙2 = −2x1.
(6)
Obecne´ rˇesˇen´ı x(t) = (x1, x2)
T syste´mu (6) je tvaru
x(t) = (C1e
−2t +
1
2
C2e
−t, C1e−2t + C2e−t)T , C1, C2 ∈ R.
Po dosazen´ı tohoto rˇesˇen´ı do vztahu, jezˇ definuje euklidovskou normu, dosta´-
va´me rovnost
‖x(t)‖2 =
√
(C1e−2t +
1
2
C2e−t)2 + (C1e−2t + C2e−t)2
=
√
2C21e
−4t + 3C1C2e−3t +
5
4
C22e
−2t, t ∈ R.
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Pro kazˇde´ cˇ´ıslo τ ≤ t plat´ı
‖x(t)‖2 ≤ ‖x(τ)‖2 =
√
2C21e
−4τ + 3C1C2e−3τ +
5
4
C22e
−2τ .
Polozˇ´ıme-li kladne´ cˇ´ıslo δ = ε dostaneme odhad
‖x(t)‖2 ≤ ‖x(τ)‖2 < δ = ε, t ≥ τ.
Uka´zali jsme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (6) je stejnomeˇrneˇ stabiln´ı
(stejnomeˇrneˇ proto, zˇe cˇ´ıslo δ je za´visle´ pouze na ε a nikoli na τ). Jelikozˇ
pro vsˇechna C1, C2 je lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0, je toto trivia´ln´ı rˇesˇen´ı take´ globa´lneˇ
asymptoticky stabiln´ı. Aby byly oveˇrˇeny podmı´nky vsˇech uvedeny´ch typ˚u
stability stacˇ´ı uka´zat, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) syste´mu (6) je exponencia´lneˇ
stabiln´ı, tj. mus´ı platit nerovnost
‖x(t)‖2 ≤ k ‖x(τ)‖2 e−α(t−τ).
Zvol´ıme-li α = 1, τ = 0, pak po jednoduchy´ch u´prava´ch dostaneme nerovnost
e−t
√
2C21e
−2t + 3C1C2e−t +
5
4
C22 ≤ ke−t
√
2C21 + 3C1C2 +
5
4
C22 ,
Zrˇejmeˇ tedy pro kazˇde´ t ≥ τ existuje k > 0 vyhovuj´ıc´ı te´to nerovnosti, z cˇehozˇ
plyne, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (6) je exponencia´lneˇ stabiln´ı.
Prˇ´ıklad 2.19. Ukazˇme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
x˙1 = −4x2
x˙2 = x1
(7)
je vzhledem k pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m
x1(τ) = γ1, x2(τ) = γ2 (8)
stejnomeˇrneˇ stabiln´ı, nikoliv vsˇak asymptoticky stabiln´ı.
Rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (7), (8) oznacˇ´ıme x0(t) a zap´ıˇseme ve tvaru
x0(t) = ((sin (2τ)γ1 − 2 cos (2τ)γ2) sin (2t) + (cos (2τ)γ1 + 2γ2 sin (2τ)) cos (2t),
−1
2
(sin (2τ)γ1 − 2 cos (2τ)γ2) cos (2t) + 1
2
(cos (2τ)γ1 + 2γ2 sin (2τ)) sin (2t))
T ,
16
t ∈ R. Pouzˇit´ım soucˇtove´ normy dosta´va´me pro toto rˇesˇen´ı odhady
‖x0(t)‖1 ≤
3
2
|sin (2τ)γ1 − 2 cos (2τ)γ2|+ 3
2
|cos (2τ)γ1 + 2γ2 sin (2τ)| ≤
≤ 3
2
|sin (2τ)γ1|+ 3 |cos (2τ)γ2|+ 3
2
|cos (2τ)γ1|+ 3 |γ2 sin (2τ)| ≤
≤ 3
2
|γ1|+ 3 |γ2|+ 3
2
|γ1|+ 3 |γ2| ≤ 6 |γ2|+ 3 |γ1| ≤ 6 ‖γ‖1
pro kazˇde´ t ≥ τ ∈ R a γ = (γ1, γ2) ∈ R2. Polozˇ´ıme-li δ = 16ε dostaneme
‖x0(t)‖1 ≤ 6 ‖γ‖1 < 6δ = ε pro kazˇde´ t ≥ τ.
Z posledn´ı nerovnosti plyne, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (7) je vzhle-
dem k pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m (8) stejnomeˇrneˇ stabiln´ı. Protozˇe lim
t→∞
‖x0(t)‖
neexistuje, nen´ı toto trivia´ln´ı rˇesˇen´ı vzhledem k pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m (8)
asymptoticky stabiln´ı.
Prˇ´ıklad 2.20. Ukazˇme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
x˙1 = 4x2
x˙2 = x1
(9)
je vzhledem k pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m
x1(τ) = γ1, x2(τ) = γ2 (10)
nestabiln´ı.
Rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (9), (10) je tvaru
x0(t) = (
1
2
e2(t−τ)(γ1 + 2γ2) +
1
2
e−2(t−τ)(γ1 − 2γ2),
1
4
e2(t−τ)(γ1 + 2γ2)− 1
4
e−2(t−τ)(γ1 − 2γ2))T , t ∈ R.
Zvol´ıme-li libovolneˇ cˇ´ısla ε > 0 a τ , naprˇ´ıklad ε = 1, τ = 0, pak pro libovolne´
δ > 0 mu˚zˇeme vz´ıt
γ = (γ1, γ2) = (δ,
δ
2
), t1 > −1
2
ln
δ
2
.
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Pomoc´ı soucˇtove´ normy dostaneme odhad
‖x0(t1)‖1 =
∣∣∣∣e2t1(δ2 + δ2) + e−2t1(δ2 − δ2)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣e2t1(δ4 + δ4)− e−2t1(δ4 − δ4)
∣∣∣∣ =
=
∣∣e2t1δ∣∣+ ∣∣∣∣e2t1 δ2
∣∣∣∣ = e2t1 32δ > e− ln δ2 32δ = 2δ 32δ = 3 > ε,
z neˇhozˇ je patrne´, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (9) je vzhledem k
pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m (10) nestabiln´ı.
V dalˇs´ı cˇa´sti textu te´to kapitoly bych ra´d uvedl elegantn´ı metodu, s jej´ızˇ
pomoc´ı mu˚zˇeme rozhodnout o stabiliteˇ trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
(5), anizˇ bychom znali jeho obecne´ rˇesˇen´ı. Tuto metodu, zna´mou pod na´zvem
Prˇ´ıma´ Ljapunovova metoda, vyvinul a v roce 1889 zverˇejnil rusky´ matematik
A.M. Ljapunov.
2.2 Prˇ´ıma´ Ljapunovova metoda
Uvazˇujme uvedeny´ syste´m obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic (5)
x˙ = g(t,x)
a prˇedpokla´dejme, zˇe funkce g je spojita´ na mnozˇineˇ D′ = {[t,x] ∈ R ×
Rn, t ∈ 〈t0,∞) , ‖x‖ < b}, kde b ∈ R+. Take´ prˇedpokla´dejme, zˇe parcia´ln´ı
derivace ∂gi
∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n, existuj´ı a jsou omezene´ na mnozˇineˇ D′. Da´le
prˇipomenˇme, zˇe pro kazˇde´ t ≥ t0 plat´ı g(t,o) = o. Pak syste´m (5) ma´ trivia´ln´ı
rˇesˇen´ı x(t) = o. Da´le budeme uvazˇovat pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovu) u´lohu
x˙ = g(t,x), x(τ) = γ ′, (11)
kde t ≤ τ < ∞. Tato pocˇa´tecˇn´ı u´loha je tedy pro kazˇdy´ bod [τ, γ′] ∈ D′
jednoznacˇneˇ rˇesˇitelna´. Bud’ x0(t) rˇesˇen´ım pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (11).
Nyn´ı zaved’me pomocnou funkci V (t,x) a prˇedpokla´dejme, zˇe ma´ na´sle-
duj´ıc´ı vlastnosti:
(i) Funkce V (t,x) je spojita´ na mnozˇineˇ H = {[t,x] ∈ R× Rn, t ∈ 〈T,∞) ,
‖x‖ < B}, kde t0 ≤ T <∞, 0 < B ≤ b.
(ii) Funkce V (t,x) ma´ na mnozˇineˇ H spojite´ parcia´ln´ı derivace ∂V
∂t
, ∂V
∂xk
, kde
k = 1, 2, . . . , n.
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(iii) Funkce V (t,o) = o pro kazˇde´ t ≥ T .
Kazˇde´ funkci V (t,x) mu˚zˇeme na mnozˇineˇ H prˇiˇradit funkci V˙ (t,x) defino-
vanou prˇedpisem
V˙ (t,x) =
∂V (t,x)
∂t
+
n∑
i=1
∂V (t,x)
∂xi
gi(t,x).
Funkci V˙ (t,x) nazveme derivac´ı funkce V (t,x) vzhledem k syste´mu (5). Po-
kud do prˇedchoz´ı rovnice dosad´ıme za vektor x vektor x0(t), dostaneme funkci
V˙ (t,x0(t)) =
∂V (t,x0(t))
∂t
+
n∑
i=1
∂V (t,x0(t))
∂xi
gi(t,x0(t))
=
∂V (t,x0(t))
∂t
+
n∑
i=1
∂V (t,x0(t))
∂xi
x˙0i(t) =
dV (t,x0(t))
dt
,
ktera´ je za´visla´ pouze na parametru t. Je zrˇejme´, zˇe kdyzˇ V˙ (t,x0(t)) ≤ 0,
respektive V˙ (t,x0(t)) < 0, potom je funkce V (t,x) na mnozˇineˇ H nerostouc´ı,
respektive klesaj´ıc´ı pode´l trajektori´ı rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (11).
Podle urcˇity´ch vlastnost´ı funkce V (t,x) a jej´ı derivace V˙ (t,x) jsme schop-
ni rozhodnout o stabiliteˇ trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı dane´ho syste´mu. Nyn´ı uvedeme
vy´cˇet neˇktery´ch vlastnost´ı funkce V (t,x), ktery´ch vza´peˇt´ı vyuzˇijeme prˇi for-
mulaci Ljapunovovy´ch veˇt, jezˇ se vyjadrˇuj´ı pra´veˇ k typu stability cˇi nestabi-
liteˇ trivia´ln´ıho rˇesˇeni x(t) = o syste´mu (5).
Definice 2.21. Vy´sˇe uvedena´ funkce V (t,x) se nazy´va´ pozitivneˇ, respek-
tive negativneˇ, semidefinitn´ı na mnozˇineˇ H pra´veˇ tehdy, kdyzˇ V (t,x) ≥ 0,
respektive V (t,x) ≤ 0, pro kazˇde´ [t,x] ∈ H.
Definice 2.22. Necht’ existuje funkce W (x) neza´visla´ na parametru t, ktera´
je definovana´ a spojita´ na mnozˇineˇ H ′ = {x ∈ Rn, ‖x‖ < B}, takova´, zˇe
plat´ı W (o) = o. Potom funkci V (t,x) nazveme pozitivneˇ, respektive nega-
tivneˇ, definitn´ı na mnozˇineˇ H pra´veˇ tehdy, kdyzˇ plat´ı V (t,x) ≥ W (x) > 0,
respektive V (t,x) ≤ −W (x) < 0, pro kazˇde´ [t,x] ∈ H, x 6= o.
Definice 2.23. Funkce V (t,x) se nazy´va´ ohranicˇena´ (omezena´) na mnozˇineˇ
H pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje konstanta k takova´, zˇe pro kazˇde´ [t,x] ∈ H
plat´ı |V (t,x)| < k.
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Definice 2.24. Necht’ funkce V (t,x) je ohranicˇena´ (omezena´) na mnozˇineˇ H
a ke kazˇde´mu ε > 0 existuje δ = δ(ε) > 0 takove´, zˇe |V (t,x)| < ε pro vsˇechna
t > T a ‖x‖ < δ, pak funkce V (t,x) ma´ na mnozˇineˇ H infinitezima´ln´ı horn´ı
hranici.
Veˇta 2.25. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) je ljapunovsky stabiln´ı,
pokud na mnozˇineˇ H existuje pozitivneˇ, respektive negativneˇ, definitn´ı funkce
V (t,x) takova´, zˇe jej´ı derivace V˙ (t,x) vzhledem k syste´mu (5) je negativneˇ,
respektive pozitivneˇ, semidefinitn´ı.
Veˇta 2.26. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) je asymptoticky ljapunov-
sky stabiln´ı, pokud na mnozˇineˇ H existuje pozitivneˇ, respektive negativneˇ, de-
finitn´ı funkce V (t,x), ktera´ ma´ infinitezima´ln´ı horn´ı hranici, takova´, zˇe jej´ı
derivace V˙ (t,x) vzhledem k syste´mu (5) je negativneˇ, respektive pozitivneˇ,
definitn´ı.
Veˇta 2.27. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (5) je ljapunovsky nestabiln´ı,
pokud na mnozˇineˇ H existuje funkce V (t,x), ktera´ ma´ infinitezima´ln´ı horn´ı
hranici, takova´, zˇe jej´ı derivace V˙ (t,x) vzhledem k syste´mu (5) je definitn´ı,
a pokud existuje t1 ≥ T takove´, zˇe pro kazˇde´ t ≥ t1 a δ > 0 existuje alesponˇ
jedno s, vyhovuj´ıc´ı podmı´nce ‖s‖ < δ, pro ktere´ plat´ı
V (t, s)V˙ (t, s) > 0.
Du˚kazy uvedeny´ch veˇt jsou podrobneˇ popsa´ny v [1]. Pouzˇit´ı prˇ´ıme´ Lja-
punovovy metody si budeme ilustrovat na na´sleduj´ıc´ıch prˇ´ıkladech.
Prˇ´ıklad 2.28. Ukazˇme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
x˙1 = −(x1 + 2x2)(1− x21 − x22)
x˙2 = −(x2 − 3x1)(1− x21 − x22)
(12)
je asymptoticky stabiln´ı.
Vektorova´ funkce g(t,x) = (−(x1+2x2)(1−x21−x22),−(x2−3x1)(1−x21−
x22)) je spojita´ na mnozˇineˇ D
′ = {[t,x] ∈ R× R2, t ∈ 〈t0,∞) , ‖x‖ < b}, kde
b ∈ R+, a take´ ma´ na te´to mnozˇineˇ spojite´ parcia´ln´ı derivace ∂gi
∂xj
, i, j = 1, 2.
Pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyova) u´loha je tedy pro syste´m (12) jednoznacˇneˇ rˇesˇitelna´
pro vsˇechna [τ,γ ′] ∈ D′ a zrˇejmeˇ plat´ı g(t,o) = o. Zavedeme-li funkci V (t,x)
prˇedpisem
V (t,x) = 3x21 + 2x
2
2, t ∈ R, x ∈ R2,
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je hned patrne´, zˇe je tato funkce pro vsˇechna [t,x] ∈ R× R2 pozitivneˇ defi-
nitn´ı. Da´le funkci V (t,x) zderivujeme vzhledem k syste´mu (12) a dostaneme
V˙ (t,x) =
∂V (t,x)
∂x1
g1(t,x) +
∂V (t,x)
∂x2
g2(t,x)
= −6x1(x1 + 2x2)(1− x21 − x22)− 4x2(x2 − 3x1)(1− x21 − x22)
= −2(1− x21 − x22)(3x21 + 2x22).
Vezmeme-li mnozˇinu H = {[t,x] ∈ R × R2, t ∈ 〈T,∞) , ‖x‖ < 1}, kde t0 ≤
T <∞, pak funkce V (t,x) ma´ zrˇejmeˇ na te´to mnozˇineˇ infinitezima´ln´ı horn´ı
hranici. Protozˇe je tato funkce pozitivneˇ definitn´ı pro vsˇechna [t,x] ∈ R×R2,
je pozitivneˇ definitn´ı take´ na mnozˇineˇ H. Nerovnost ‖x‖2 < 1 zarucˇuje, zˇe je
vy´raz (1−x21−x22) kladny´. Stacˇ´ı polozˇit W (x) = 2(1−x21−x22)(3x21+2x22) > 0
pro vsˇechna ‖x‖ < 1 a pak uzˇ plat´ı V˙ (t,x) ≤ −W (x) < 0 pro vsˇechna
[t,x] ∈ H. Funkce V˙ (t,x) je tedy na mnozˇineˇ H negativneˇ definitn´ı. Uka´zali
jsme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (12) je asymptoticky stabiln´ı.
Prˇ´ıklad 2.29. Ukazˇme, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu
x˙1 = 2x1 − x2 + x1ex2
x˙2 = −x1 cosh t− 4x2 − x2ex1
(13)
je nestabiln´ı.
Vektorova´ funkce g(t,x) = (2x1− x2 + x1ex2 ,−x1 cosh t− 4x2− x2ex1) je
spojita´ na mnozˇineˇ D′ = {[t,x] ∈ R×R2, t ∈ 〈t0,∞) , ‖x‖ < b}, kde b ∈ R+.
Pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyova) u´loha je tedy pro syste´m (13) jednoznacˇneˇ rˇesˇitelna´
pro vsˇechna [τ,γ ′] ∈ D′. Zrˇejmeˇ plat´ı g(t,o) = o. Funkci V (t,x) zavedeme
prˇedpisem
V (t,x) = x21 cosh t− x22, t ∈ R, x ∈ R2.
Pote´ ji zderivujeme vzhledem k syste´mu (13) a dostaneme vztah
V˙ (t,x) =
∂V (t,x)
∂t
+
∂V (t,x)
∂x1
g1(t,x) +
∂V (t,x)
∂x2
g2(t,x)
= x21 sinh t+ 4x
2
1 cosh t+ 2x
2
1e
x2 cosh t+ 8x22 + 2x
2
2e
x1
=
1
2
x21(e
t − e−t) + (et + e−t)(2x21 + x21ex2) + 8x22 + 2x22ex1 .
Vezmeme-li mnozˇinu H = {[t,x] ∈ R× R2, t ≥ 0, ‖x‖ < B}, kde 0 < B ≤ b,
pak funkce V (t,x) ma´ zrˇejmeˇ na te´to mnozˇineˇ infinitezima´ln´ı horn´ı hranici.
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Polozˇme na parametru t neza´vislou funkci W (x) = 1
2
x21 + 2x
2
1 +x
2
1e
x2 + 8x22 +
2x22e
x1 . Jelikozˇ pro vsˇechna [t,x] ∈ H plat´ı V˙ (t,x) ≥ W (x) > 0, je funkce
V˙ (t,x) na mnozˇineˇ H pozitivneˇ definitn´ı. Konecˇneˇ polozˇme t1 ≥ 0 a s =
(s1, 0), s1 6= 0, pak pro kazˇde´ t ≥ t1 plat´ı nerovnost
V˙ (t, s)V (t, s) = (
1
2
s21(e
t − e−t) + (et + e−t)(2s21 + s21))s21 cosh t
= s21(
7
2
et + 2e−t)s21 cosh t = s
4
1(
7
2
et + 2e−t) > 0.
Uka´zali jsme tedy, zˇe trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (13) je nestabiln´ı.
T´ımto koncˇ´ı rozbor stability, ty´kaj´ıc´ı se nelinea´rn´ıch syste´mu˚ obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic a v dalˇs´ı kapitole se budeme jizˇ zaby´vat syste´my linea´r-
n´ımy.
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3 Linea´rn´ı syste´my
3.1 Za´kladn´ı pojmy
Protozˇe v u´vaha´ch ty´kaj´ıc´ıch se stability rˇesˇen´ı syste´mu linea´rn´ıch obycˇej-
ny´ch diferencia´ln´ıch rovnic budeme mimo jine´ vyuzˇ´ıvat normu cˇtvercove´ ma-
tice, uved’me nyn´ı prˇedpisy, jezˇ definuj´ı obvykle pouzˇ´ıvane´ normy matice,
a sice normu sloupcovou (‖.‖1), euklidovskou (‖.‖2) a rˇa´dkovou (‖.‖∞).
‖M‖1 = maxj=1,...,n
n∑
i=1
|mij|, ‖M‖2 =
√√√√ n∑
i,j=1
(mij)2, ‖M‖∞ = maxi=1,...,n
n∑
j=1
|mij|,
kde mij, i, j = 1, 2, . . . , n jsou prvky matice M typu n × n a |mij|, i =
1, 2, . . . , n, znacˇ´ı absolutn´ı hodnotu prvk˚u matice M. Tyto normy jsou vza´-
jemneˇ ekvivalentn´ı.
V euklidovske´m n-rozmeˇrne´m prostoru Rn uvazˇujme syste´m obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du
y˙ = A(t)y + b(t), (14)
kde
A(t) =

a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...
...
. . .
...
an1(t) an2(t) · · · ann(t)

je maticova´ funkce typu n×n a b(t) je n-vektorova´ funkce. Da´le prˇedpokla´dej-
me, zˇe funkce A(t) a b(t) jsou spojite´ na intervalu I = 〈t0,∞). Rˇesˇen´ım
syste´mu (14) budeme rozumeˇt vektorovou funkci y(t), ktera´ je spojiteˇ dife-
rencovatelna´ na intervalu I a splnˇuje na tomto intervalu podmı´nku identity
y˙ = A(t)y(t)+b(t). Existenci a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovy)
u´lohy
y˙ = A(t)y + b(t), y(τ) = γ, (15)
kde τ ∈ I,γ ∈ Rn, na´m zajist´ı prˇedpoklady na´sleduj´ıc´ı veˇty, jej´ızˇ d˚ukaz lze
nale´zt v [7].
Veˇta 3.1. Bud’te A(t) a b(t) spojite´ funkce na intervalu I. Potom je pocˇa´tecˇ-
n´ı (Cauchyova) u´loha (15) jednoznacˇneˇ rˇesˇitelna´ na cele´m intervalu I.
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Abychom si na´sleduj´ıc´ı u´vahy a formulace zjednodusˇili, prˇevedeme syste´m
(14) na syste´m, ktery´ ma´ trivia´ln´ı rˇesˇen´ı. Necht’ y0(t) je rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy
(15), pak pomoc´ı linea´rn´ı transformace (4) dostaneme
x˙ = y˙ − y˙0 = A(t)y + b(t)− (A(t)y0 + b(t))
= A(t)(x + y0) + b(t)− (A(t)y0 + b(t)) = A(t)x.
Uka´zali jsme, zˇe v prˇ´ıpadeˇ linea´rn´ıch syste´mu˚ stacˇ´ı namı´sto vysˇetrˇova´n´ı stabi-
lity rˇesˇen´ı y0(t) nehomogenn´ıho syste´mu (14) vysˇetrˇovat stabilitu trivia´ln´ıho
rˇesˇen´ı x(t) = o homogenn´ıho syste´mu
x˙ = A(t)x. (16)
Protozˇe je maticova´ funkce A(t) spojita´ na intervalu I, je podle veˇty 3.1
pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyova) u´loha
x˙ = A(t)x, x(τ) = γ ′, (17)
kde τ ∈ I,γ ′ ∈ Rn, jednoznacˇneˇ rˇesˇitelna´. Bud’ x0(t) rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy
(17) a U(t) fundamenta´ln´ı matice rˇesˇen´ı te´to pocˇa´tecˇn´ı u´lohy.
Pozna´mka 3.2. V prˇ´ıpadeˇ syste´mu linea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch
rovnic jsou bud’ vsˇechna rˇesˇen´ı stabiln´ı (stejnomeˇrneˇ stabiln´ı, asymptoticky
stabiln´ı, stejnomeˇrneˇ asymptoticky stabiln´ı, exponencia´lneˇ stabiln´ı, globa´lneˇ
asymptoticky stabiln´ı) anebo vsˇechna nestabiln´ı.
Nyn´ı uvedeme soubor veˇt, ktere´ formuluj´ı nutne´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nky
pro dany´ typ stability cˇi nestabilitu trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16).
Veˇta 3.3. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) je ljapunovsky stabiln´ı
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ je rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (17) omezene´ pro kazˇde´
t ≥ τ , tj. existuje k > 0 tak, zˇe ‖x0(t)‖ < k.
Veˇta 3.4. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) je ljapunovsky nestabiln´ı
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje t1 > τ tak, zˇe pro vsˇechna t ≥ t1, nen´ı rˇesˇen´ı x0(t)
pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (17) omezene´.
Veˇta 3.5. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) je stejnomeˇrneˇ ljapunovsky
stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje k > 0 tak, zˇe pro vsˇechna τ ≤ r ≤ t < ∞
plat´ı ∥∥U(t)U(r)−1∥∥ ≤ k.
24
Veˇta 3.6. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) je globa´lneˇ asympto-
ticky ljapunovsky stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (17)
splnˇuje podmı´nku
lim
t→∞
‖x0(t)‖ = 0.
Veˇta 3.7. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) je exponencia´lneˇ stabiln´ı
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuj´ı konstanty k > 0, α > 0 tak, zˇe pro vsˇechna τ ≤
r ≤ t <∞ plat´ı nerovnost∥∥U(t)U(r)−1∥∥ ≤ ke−α(t−r).
Pozna´mka 3.8. Implikace mezi jednotlivy´mi typy stability zde plat´ı stejneˇ
jako v prˇedchoz´ı kapitole.
Na´sleduj´ıc´ı veˇta se vyjadrˇuje k autonomn´ımu linea´rn´ımu syste´mu obycˇej-
ny´ch diferencia´ln´ıch rovnic, ktery´m se budeme zaby´vat v kapitole 4. Tato
veˇta je zde uvedena proto, zˇe ji vyuzˇijeme v cˇa´sti te´to pra´ce nazvane´ ”Metoda
linearizace nelinea´rn´ıch syste´mu˚”, ktera´ je uvedena v ra´mci te´to kapitoly.
Veˇta 3.9. Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) s konstantn´ı matic´ı A je
stejnomeˇrneˇ ljapunovsky stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ vsˇechny korˇeny charak-
teristicke´ rovnice matice A, tj. a0λ
n + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ + an = 0, maj´ı
nekladnou rea´lnou cˇa´st, prˇicˇemzˇ kazˇdy´ korˇen, ktery´ ma´ nulovou rea´lnou cˇa´st,
ma´ na´sobnost jedna.
Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) s konstantn´ı matic´ı A je stej-
nomeˇrneˇ asymptoticky ljapunovsky stabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ vsˇechny korˇeny
charakteristicke´ rovnice te´to matice maj´ı za´pornou rea´lnou cˇa´st.
Trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (16) s konstantn´ı matic´ı A je ljapunov-
sky nestabiln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ alesponˇ jeden korˇen charakteristicke´ rovnice
te´to matice ma´ kladnou rea´lnou cˇa´st.
Prˇedesˇlou veˇtu dopln´ıme Hurwitzovy´m krite´riem, ktere´ uda´va´ nutnou
a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku proto, aby vsˇechny korˇeny charakteristicke´ rovnice
konstantn´ı matice A byly za´porne´.
Veˇta 3.10 (Hurwitzovo krite´rium). Vsˇechny korˇeny charakteristicke´ rovnice
(polynomu) konstantn´ı matice A
f(λ) = a0λ
n + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0, (18)
25
kde n ≥ 1, a0 > 0, an 6= 0, jsou za´porne´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ vsˇechny hlavn´ı
diagona´ln´ı minory matice
a1 a0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 · · · 0
a5 a4 a3 a2 · · · 0
a7 a6 a5 a4 · · · 0
...
...
...
...
. . .
...
a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 · · · an

(19)
jsou kladne´. Pokud se v neˇktere´m z hlavn´ıch diagona´ln´ıch minor˚u vyskytne
prvek am s indexem m > n nebo m < 0, polozˇ´ıme am = 0. Kazˇdy´ Polynom
(18), jehozˇ vsˇechny nulove´ body maj´ı za´porne´ rea´lne´ cˇa´sti nazy´va´me hurwit-
zovsky´ a matici (19) nazy´va´me Hurwitzovou matic´ı.
Pozna´mka 3.11. Zda-li vsˇechny nulove´ body polynomu (18) maj´ı za´porne´
rea´lne´ cˇa´sti cˇi nikoliv, mu˚zˇeme rozhodnout take´ pomoc´ı Michajlovova krite´ria,
ktere´ vyuzˇ´ıva´ rozlozˇen´ı nulovy´ch bod˚u tohoto polynomu v komplexn´ı rovineˇ.
T´ımto krite´riem se zde zaby´vat nebudeme, ny´brzˇ je uvedeno v [9]
Du˚sledek 3.12. V prostoru R2 uvazˇujme linea´rn´ı syste´m obycˇejny´ch dife-
rencia´ln´ıch rovnic s konstantn´ı matic´ı A
x˙1 = a11x1 + a12x2
x˙2 = a21x1 + a22x2.
(20)
Pak trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (20) je asymptoticky stabiln´ı pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ
a11 + a22 < 0, a11a22 > a12a21.
D˚ukaz. Charakteristicka´ rovnice matice A je tvaru
λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 = 0. (21)
Polozˇme a1 = −(a11 +a22), a2 = a11a22−a12a21, pak charakteristicka´ rovnice
matice A (21) prˇecha´z´ı na tvar
λ2 + a1λ+ a2 = 0. (22)
Aby byla splneˇna podmı´nka asymptoticke´ stability trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o
syste´mu (20), musej´ı by´t rea´lne´ korˇeny λ1, λ2 charakteristicke´ rovnice matice
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A (22) za´porne´ neboli musej´ı by´t vsˇechny hlavn´ı diagona´ln´ı minory matice(
a1 1
0 a2
)
kladne´, tj. mus´ı platit
det a1 > 0, det
(
a1 1
0 a2
)
> 0.
Z prˇedchoz´ıch nerovnost´ı plyne, zˇe a1 > 0, a2 > 0. Podmı´nka asymptoticke´
stability trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (20) je tedy splneˇna pro
a11 + a22 < 0, a11a22 > a12a21.
Z prˇedchoz´ıch u´vah je zrˇejme´, zˇe je mnohem snazˇsˇ´ı vysˇetrˇovat stabilitu
trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı syste´mu linea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic nezˇ
stabilitu trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı syste´mu nelinea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch
rovnic. Proto uved’me metodu, kterou je za urcˇity´ch prˇedpoklad˚u mozˇne´
syste´m nelinea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic cˇa´stecˇneˇ linearizovat
a pomoc´ı da´le uvedeny´ch veˇt rozhodnout o stabiliteˇ trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı ta-
kove´hoto syste´mu.
3.2 Metoda linearizace nelinea´rn´ıch syste´mu˚
Uvazˇujme drˇ´ıve uvedeny´ syste´m nelinea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch
rovnic (5)
x˙ = g(t,x)
a prˇedpokla´dejme, zˇe vektorova´ funkce g je dvakra´t spojiteˇ diferencovatelna´
na neˇjake´m okol´ı O pocˇa´tku sourˇadnic (O ⊂ D′ = {[t,x] ∈ R × Rn, t ∈
〈t0,∞) , ‖x‖ < b}, kde b ∈ R+). Pak pomoc´ı Taylorovy veˇty ma´me
g(t,x) = g(t,o) +
n∑
j=1
∂g(t,o)
∂xj
xj + R(t,x),
kde vektorova´ funkce R(t,x) je zbytek Taylorova polynomu. Bud’te
aij(t) =
∂gi(t, 0, 0, . . . , 0)
∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n,
prvky maticove´ funkce A(t), potom g(t,x) = A(t)x + R(t,x). Dostali jsme
tedy syste´m
x˙ = A(t)x + R(t,x), (23)
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ktery´ se nazy´va´ syste´m v prvn´ım prˇibl´ıˇzen´ı. Prˇipomenˇme, zˇe maticova´ funkce
A(t) je spojita´ na mnozˇineˇ D′ = {[t,x] ∈ R × Rn, t ∈ 〈t0,∞) , ‖x‖ < b},
kde b ∈ R+ a nav´ıc prˇedpokla´dejme, zˇe je na mnozˇineˇ D′ spojita´ take´ vek-
torova´ funkce R(t,x) a zˇe plat´ı R(t,o) = o. Jelikozˇ tuto metodu nebudeme
v te´to pra´ci da´le pouzˇ´ıvat, uvedeme pouze na uka´zku dveˇ veˇty, a sice veˇtu
vyjadrˇuj´ıc´ı se k stejnomeˇrne´ stabiliteˇ trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (23)
a veˇtu, ktera´ se ty´ka´ stability, asymptoticke´ stability a nestability trivia´ln´ıho
rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (23) v prˇ´ıpadeˇ, zˇe matice A je konstantn´ı.
Veˇta 3.13. Prˇedpokla´dejme, zˇe pro vsˇechna τ ≤ r ≤ t <∞ plat´ı∥∥U(t)U(r)−1∥∥ ≤ k
a da´le necht’ ‖R(t,x)‖ ≤ ϑ(t) ‖x‖, kde [t,x] ∈ D′ a ϑ je neza´porna´ spojita´
funkce takova´, zˇe ∫ ∞
τ
ϑ(r)dr <∞
Potom trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (23) je stejnomeˇrneˇ stabiln´ı.
Veˇta 3.14. Necht’ syste´m (23) je syste´mem v prvn´ım prˇibl´ıˇzen´ı s konstantn´ı
matic´ı A, prˇicˇemzˇ vektorova´ funkce R(t,x) splnˇuje pro vsˇechna t ≥ t0 pod-
mı´nku
lim
‖x‖→0
‖R(t,x)‖
‖x‖ = 0, pak
(i) trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (23) je asymptoticky ljapunovsky sta-
biln´ı pra´veˇ tehdy, kdyzˇ vsˇechny korˇeny charakteristicke´ rovnice matice
A maj´ı za´pornou rea´lnou cˇa´st.
(i) trivia´ln´ı rˇesˇen´ı x(t) = o syste´mu (23) je ljapunovsky nestabiln´ı pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ alesponˇ jeden korˇen charakteristicke´ rovnice matice A ma´
kladnou rea´lnou cˇa´st.
T´ımto koncˇ´ı druha´ kapitola a nyn´ı se prˇesunˇme ke studiu stability rˇesˇen´ı
autonomn´ıch syste´mu˚ obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic.
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4 Autonomn´ı syste´my a jejich stabilita
4.1 Za´kladn´ı pojmy
Syste´m obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic nazveme autonomn´ım syste´-
mem, pokud na prave´ straneˇ tohoto syste´mu nevyskytuje explicitneˇ promeˇn-
na´ t.
Autonomn´ı syste´m obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du bu-
deme tedy uvazˇovat ve tvaru
y˙ = f(y), (24)
kde vektorova´ funkce f je definovana´ na neˇjake´ oblasti Ω v euklidovske´m n-
rozmeˇrne´m prostoru Rn. Da´le budeme prˇedpokla´dat, zˇe je tato funkce spojita´
v oblasti Ω a take´, zˇe pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyova) u´loha je pro syste´m (24) jedno-
znacˇneˇ rˇesˇitelna´. V te´to kapitole se budeme zaby´vat vysˇetrˇova´n´ım stability
singula´rn´ıho bodu y∗ syste´mu (24).
Definice 4.1. Konstantn´ı vektor y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y
∗
n) se nazy´va´ singula´rn´ı
bod (rovnova´zˇny´ bod, staciona´rn´ı bod, klidovy´ stav, ekvilibrium), jestlizˇe
f(y∗) = o.
Abychom na´sleduj´ıc´ı u´vahy zjednodusˇili, prˇevedeme syste´m (24) na novy´
syste´m, jehozˇ singula´rn´ım bodem bude nulovy´ vektor o, tj. pocˇa´tek sourˇadnic.
Bud’ y(t) rˇesˇen´ım syste´mu (24), pak pomoc´ı substituce
x(t) = y(t)− y∗ (25)
dostaneme vztah
x˙ = y˙ = f(y) = f(x + y∗).
Oznacˇ´ıme-li g(x) = f(x + y∗), pak zrˇejmeˇ g(o) = o a dosta´va´me tak novy´
autonomn´ı syste´m obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du
x˙ = g(x). (26)
Vy´sledky, ktere´ prˇi vysˇetrˇova´n´ı stability singula´rn´ıho bodu o syste´mu (26)
z´ıska´me, lze pomoc´ı substituce (25) prˇeve´st zpeˇt na singula´rn´ı bod y∗ syste´mu
(24). V na´sleduj´ıc´ıch u´vaha´ch se tedy pro jednoduchost omez´ıme pouze na
zkouma´n´ı stability singula´rn´ıho bodu o syste´mu (26), prˇicˇemzˇ budeme prˇed-
pokla´dat, zˇe vektorova´ funkce g je spojita´ na mnozˇineˇ D∗ = {x ∈ Rn, ‖x‖ <
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b}, kde b ∈ Rn, a zˇe parcia´ln´ı derivace ∂gi
∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n, jsou na mnozˇineˇ
D∗ omezene´. Tyto prˇedpoklady zarucˇuj´ı existenci a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı
x0(t) pocˇa´tecˇn´ı (Cauchyovy) u´lohy
x˙ = g(x), x(τ) = γ (27)
pro vsˇechna γ ∈ Rn. Jelikozˇ je syste´m (26) autonomn´ı, mu˚zˇeme bez u´jmy na
obecnosti polozˇit τ = 0. Pocˇa´tecˇn´ı u´loha (27) je pak tvaru
x˙ = g(x), x(0) = γ. (28)
V te´to kapitole budou kromeˇ rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (28) vystupovat
take´ trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (26) procha´zej´ıc´ı bodem γ. Tyto trajektorie
rˇesˇen´ı budeme cha´pat jako pr˚umeˇty graf˚u rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (28)
z prostoru R × Rn do tzv. fa´zove´ho nebo take´ stavove´ho prostoru Rn, tj.
prostor hodnot rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (28). Trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu
(26) procha´zej´ıc´ı bodem γ je tedy krˇivka definovana´ prˇedpisem
C(γ) = {x ∈ Rn : x = x0(t), t ∈ R}.
V dalˇs´ım textu budeme take´ uvazˇovat kladne´ polotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu
(26) vycha´zej´ıc´ı z bodu γ, tj. krˇivky
C(γ+) = {x ∈ Rn : x = x0(t), t ≥ 0}
a za´porne´ polotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (26) vycha´zej´ıc´ı z bodu γ, tj. krˇivky
C(γ−) = {x ∈ Rn : x = x0(t), t ≤ 0}.
Veˇta 4.2. V prˇ´ıpadeˇ autonomn´ıch syste´m˚u mohou nastat pouze trˇi typy tra-
jektori´ı rˇesˇen´ı syste´mu (26). A sice
(i) jednobodove´ trajektorie (singula´rn´ı body) odpov´ıdaj´ıc´ı konstantn´ım rˇesˇe-
n´ım,
(ii) uzavrˇene´ trajektorie (cykly) odpov´ıdaj´ıc´ı nekonstantn´ım periodicky´m rˇe-
sˇen´ım,
(iii) trajektorie, jezˇ samy sebe neprot´ınaj´ı.
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Protozˇe je krˇivka C(γ) da´na parametricky rovnic´ı x = x0(t), pak z
prˇedpokladu existence a jednoznacˇnosti rˇesˇen´ı x0(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (28)
plyne, zˇe kazˇdy´m bodem γ procha´z´ı pra´veˇ jedna trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu
(26). Stejne´ tvrzen´ı plat´ı v prˇ´ıpadeˇ kladne´, respektive za´porne´ polotrajek-
torie rˇesˇen´ı syste´mu (26). Nyn´ı zavedeme jednotlive´ typy ljapunovske´ stabi-
lity pro obecneˇ autonomn´ı nelinea´rn´ı syste´m (26). Na´sleduj´ıc´ı zaveden´ı jsou
pouhy´m prˇeformulova´n´ım definic uvedeny´ch v kapitole 2 s t´ım rozd´ılem,
zˇe zde namı´sto stability trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = 0 syste´mu (26) budeme
studovat stabilitu singula´rn´ıho bodu o tohoto syste´mu, prˇicˇemzˇ je trˇeba
si uveˇdomit, zˇe tento singula´rn´ı bod je pr˚umeˇtem grafu trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı
x(t) = 0 syste´mu (26) z prostoru R× Rn do fa´zove´ho prostoru Rn.
Definice 4.3. O singula´rn´ım bodu o syste´mu (26) rˇekneme, zˇe je stabiln´ı
(Podle Ljapunova), kdyzˇ ke kazˇde´mu ε > 0 existuje δ > 0 takove´, zˇe kazˇda´
kladna´ polotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (26), ktera´ vycha´z´ı z neˇjake´ho bodu
γ, prˇicˇemzˇ bod γ je cˇa´st´ı δ-okol´ı bodu o, lezˇ´ı cela´ v ε-okol´ı tohoto bodu o.
Definice 4.4. O singula´rn´ım bodu o syste´mu (26) rˇekneme, zˇe je nestabiln´ı
(Podle Ljapunova), kdyzˇ existuje ε > 0 tak, zˇe pro kazˇde´ δ > 0 existuje bod
γ, ktery´ je cˇa´st´ı δ-okol´ı bodu o takovy´, zˇe kazˇda´ kladna´ polotrajektorie rˇesˇen´ı
syste´mu (26) vycha´zej´ıc´ı z tohoto bodu γ nelezˇ´ı cela´ v ε-okol´ı bodu o.
Definice 4.5. O singula´rn´ım bodu o syste´mu (26) rˇekneme, zˇe je asympto-
ticky stabiln´ı (Podle Ljapunova), kdyzˇ
(i) je stabiln´ı (Podle Ljapunova),
(ii) existuje β > 0 takove´, zˇe kazˇda´ kladna´ polotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu
(26), ktera´ vycha´z´ı z neˇjake´ho bodu γ lezˇ´ıc´ıho v β-okol´ı bodu o, kon-
verguje pro t→ +∞ k bodu o.
Pozna´mka 4.6. Je-li singula´rn´ı bod o autonomn´ıho syste´mu (26) stabiln´ı,
pak je take´ stejnomeˇrneˇ stabiln´ı a podobneˇ - je-li asymptoticky stabiln´ı, pak
je take´ stejnomeˇrneˇ asymptoticky stabiln´ı. Prˇipomenˇme, zˇe toto tvrzen´ı pro
neautonomn´ı syste´my obecneˇ neplat´ı.
Definice 4.7. Necht’ x = x0(t), t ≥ 0, je parametricka´ rovnice kladne´ po-
lotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (26) vycha´zej´ıc´ı z bodu γ, pak o singula´rn´ım
bodu o rˇekneme, zˇe je globa´lneˇ asymptoticky stabiln´ı (Podle Ljapunova) pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ
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(i) je asymptoticky stabiln´ı (Podle Ljapunova),
(ii) pro kazˇdy´ bod γ ∈ Rn plat´ı lim
t→+∞
x0(t) = o.
Na´sleduj´ıc´ı cˇa´st bude zalozˇena prˇedevsˇ´ım na parti´ıch teorie obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic uvedeny´ch v [3], [4], [7].
4.2 Klasifikace singula´rn´ıch bod˚u v rovineˇ
V tomto odstavci budeme studovat chova´n´ı trajektori´ı rˇesˇen´ı autonomn´ıch
syste´mu˚ obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic v okol´ı jejich singula´rn´ıch bod˚u
a na´sledneˇ urcˇovat, zda-li jsou tyto singula´rn´ı body stabiln´ı cˇi nikoliv. Pro
snadnou prˇedstavu a mozˇnost interpretace trajektori´ı pomoc´ı graf˚u budeme
dalˇs´ı u´vahy prova´deˇt v prostoru R2 (v rovineˇ). Uvazˇujme tedy autonomn´ı
syste´m dvou obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du zapsany´ ve vek-
torove´m tvaru
x˙ = f(x) (29)
a prˇedpokla´dejme existenci a jednoznacˇnost kazˇde´ho rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ı u´lohy
pro syste´m (29). Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe plat´ı f(o) = o. V na´sleduj´ıc´ı defi-
nici rozliˇs´ıme jednotlive´ typy singula´rn´ıho bodu o syste´mu (29).
Definice 4.8. Singula´rn´ı bod o syste´mu (29) se nazy´va´
• strˇed, pokud kazˇdy´m bodem γ ryz´ıho okol´ı bodu o procha´z´ı uzavrˇena´
trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (29), ktera´ obsahuje ve sve´m vnitrˇku bod o,
• uzel, pokud kazˇdy´m bodem γ ryz´ıho okol´ı bodu o procha´z´ı uzavrˇena´
trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (29), ktera´ sama sebe neprot´ına´ a pro t→∞,
respektive t→ −∞ se limitneˇ bl´ızˇ´ı k bodu o, prˇicˇemzˇ velikost oriento-
vane´ho u´hlu, jezˇ je sv´ıra´n kladnou cˇa´st´ı osy x1 a tecˇny´m vektorem te´to
trajektorie, ma´ konecˇnou limitu. V prˇ´ıpadeˇ, kdy zmı´neˇna´ trajektorie
konverguje k bodu o pro t→∞, mluv´ıme o prˇitazˇlive´m uzlu a naopak
- jestlizˇe konverguje k bodu o pro t→ −∞, mluv´ıme o odpudive´m uzlu,
• ohnisko, pokud kazˇdy´m bodem γ ryz´ıho okol´ı bodu o procha´z´ı uzavrˇena´
trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (29), ktera´ sama sebe neprot´ına´ a pro t→∞,
respektive t → −∞ se limitneˇ bl´ızˇ´ı k bodu o a to tak, zˇe velikost ori-
entovane´ho u´hlu, jezˇ sv´ıra´ kladna´ cˇa´st osy x1 s tecˇny´m vektorem te´to
trajektorie, ma´ nevlastn´ı limitu. V prˇ´ıpadeˇ, kdy zmı´neˇna´ trajektorie
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konverguje k bodu o pro t→∞, mluv´ıme o prˇitazˇlive´m ohnisku a nao-
pak - jestlizˇe konverguje k bodu o pro t→ −∞, mluv´ıme o odpudive´m
ohnisku,
• sedlo, pokud v ryz´ım okol´ı bodu o existuje pouze spocˇetneˇ mnoho tra-
jektori´ı rˇesˇen´ı syste´mu (29), ktere´ procha´zej´ı body γ tak, zˇe samy sebe
neprot´ınaj´ı a pro t→∞, respektive t→ −∞ konverguj´ı k bodu o.
Na za´kladeˇ definic uvedeny´ch v prˇedchoz´ı cˇa´sti te´to kapitoly mu˚zˇeme
formulovat veˇtu, vyjadrˇuj´ıc´ı se k typu stability singula´rn´ıho bodu o syste´mu
(29) vzhledem ke klasifikaci tohoto singula´rn´ıho bodu, jezˇ je na´pln´ı prˇedchoz´ı
definice.
Veˇta 4.9. Singula´rn´ı bod o syste´mu (29) je
(i) stabiln´ı, pokud je strˇedem,
(ii) asymptoticky stabiln´ı, pokud je prˇitazˇlivy´m uzlem nebo prˇitazˇlivy´m oh-
niskem,
(iii) nestabiln´ı, pokud je odpudivy´m uzlem nebo odpudivy´m ohniskem nebo
sedlem.
Z druhe´ kapitoly v´ıme, zˇe linea´rn´ı syste´my obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rov-
nic se z hlediska stability mnohem le´pe vysˇetrˇuj´ı nezˇ syste´my, ktere´ linea´rn´ı
nejsou. Tohoto poznatku zde vyuzˇijeme a budeme da´le uvazˇovat autonomn´ı
linea´rn´ı syste´m dvou obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du ve vek-
torove´m tvaru
x˙ = Ax, (30)
kde A =
(
a11 a12
a21 a22
)
je konstantn´ı matice typu 2 × 2. Prˇipomenˇme, zˇe
analy´za stability trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı x(t) = o obecne´ho autonomn´ıho linea´rn´ıho
syste´mu obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du v prostoru R × Rn
byla provedena na konci cˇa´sti 3.1 te´to pra´ce, prˇicˇemzˇ nutna´ a postacˇuj´ıc´ı
podmı´nka asymptoticke´ stability pro na´sˇ konkre´tn´ı syste´m (30) je uvedena
v d˚usledku 3.12. Da´le rozliˇs´ıme prˇ´ıpad, kdy syste´m (30) ma´ pra´veˇ jeden sin-
gula´rn´ı bod, a sice bod o a prˇ´ıpad, kdy tento syste´m ma´ nekonecˇneˇ mnoho
singula´rn´ıch bod˚u.
33
Veˇta 4.10. Bod o = (0, 0, . . . , 0) je jediny´m singula´rn´ım bodem syste´mu
(30) pra´veˇ tehdy, kdyzˇ det A 6= 0, tj. pra´veˇ tehdy, kdyzˇ 0 nen´ı korˇenem
charakteristicke´ rovnice matice A
λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 = 0. (31)
Jestliˇze det A = 0, pak syste´m (30) ma´ nekonecˇneˇ mnoho singula´rn´ıch bod˚u.
Charakteristicka´ rovnice matice A (31) ma´ korˇeny
λ1,2 =
1
2
(a11 + a22 ±
√
(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)).
V za´vislosti na teˇchto korˇenech mu˚zˇeme urcˇit o jaky´ typ singula´rn´ıho bodu o
syste´mu (30) se jedna´ a tedy rozhodnout o jeho stabiliteˇ. Nejprve prˇedpokla´-
dejme, zˇe det A 6= 0.
Veˇta 4.11. Uvazˇujme syste´m (30) s charakteristickou rovnic´ı matice A (31),
ktera´ ma´ korˇeny λ1, λ2. Pak plat´ı na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı:
• Jsou-li oba korˇeny λ1, λ2 rea´lne´ a za´porne´, tj. λ1 ≤ λ2 < 0, pak sin-
gula´rn´ı bod o je prˇitazˇlivy´ uzel (stabiln´ı uzel).
• Jsou-li oba korˇeny λ1, λ2 rea´lne´ a kladne´, tj. 0 < λ1 ≤ λ2, pak singula´rn´ı
bod o je odpudivy´ uzel (nestabiln´ı uzel).
• Jsou-li oba korˇeny λ1, λ2 rea´lne´, prˇicˇemzˇ jeden je za´porny´ a druhy´
kladny´, tj. λ1 < 0 < λ2, pak singula´rn´ı bod o je sedlo.
• Jsou-li korˇeny λ1, λ2 komplexneˇ sdruzˇene´, prˇicˇemzˇ maj´ı za´pornou rea´l-
nou cˇa´st, tj. λ1,2 = µ ± iν, kde µ < 0, ν 6= 0, pak singula´rn´ı bod o je
prˇitazˇlive´ ohnisko (stabiln´ı ohnisko).
• Jsou-li korˇeny λ1, λ2 komplexneˇ sdruzˇene´, prˇicˇemzˇ maj´ı kladnou rea´lnou
cˇa´st, tj. λ1,2 = µ±iν, kde µ > 0, ν 6= 0, pak singula´rn´ı bod o je odpudive´
ohnisko (nestabiln´ı ohnisko).
• Jsou-li korˇeny λ1, λ2 ryze komplexneˇ sdruzˇene´, tj. λ1,2 = ±iν, kde ν 6=
0, pak singula´rn´ı bod o je strˇed.
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V na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti tohoto odstavce si tyto poznatky uka´zˇeme na konkre´t-
n´ıch prˇ´ıkladech, kde u kazˇde´ho prˇ´ıkladu budeme analyzovat singula´rn´ı bod,
jeho stabilitu a provedeme diskuzi rˇesˇen´ı dane´ho syste´mu. Nakonec vykresl´ı-
me tzv. fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı, tj. mnozˇinu vsˇech trajektori´ı rˇesˇen´ı dane´ho
syste´mu. K tomuto u´cˇelu byla v programove´m prostrˇed´ı Maple 12 vytvorˇena
aplikace s na´zvem aplfazovyportret.mw, ktera´ je prˇ´ılohou te´to pra´ce. Pro-
tozˇe uvedeny´ch trajektori´ı je nekonecˇneˇ mnoho a vyplnˇuj´ı cely´ fa´zovy´ pro-
stor R2, budeme vykreslovat jen neˇktere´ z nich. Sˇipky, ktere´ vystupuj´ı na
na´sleduj´ıc´ıch obra´zc´ıch znacˇ´ı tok parametru t (cˇasu).
Prˇ´ıklad 4.12. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = −3x1 + 2x2
x˙2 = x1 − 2x2.
(32)
Matice A =
( −3 2
1 −2
)
je zrˇejmeˇ regula´rn´ı, tzn. det A 6= 0 a bod o
je tedy jediny´m singula´rn´ım bodem syste´mu (32). Charakteristicka´ rovnice
matice A je tvaru
λ2 + 5λ+ 4 = 0.
Z uvedene´ rovnice plyne, zˇe λ1 = −1, λ2 = −4. Protozˇe jsou oba korˇeny
rea´lne´ a za´porne´, je podle veˇty 4.11 singula´rn´ı bod o (32) prˇitazˇlivy´m uzlem
a je tedy asymptoticky stabiln´ı. Pod´ıvejme se nyn´ı na obecne´ rˇesˇen´ı syste´mu
(32), ktere´ je urcˇeno na´sleduj´ıc´ım vztahem
x(t) = (−2C1e−4t + C2e−t, C1e−4t + C2e−t)T , C1, C2, t ∈ R.
Hned vid´ıme, zˇe plat´ı lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0. Tato podmı´nka zarucˇuje, zˇe kazˇda´
trajektorie rˇesˇen´ı x = x(t) syste´mu (32) konverguje pro t → ∞ k bodu
o. Z obra´zku 1 je patrne´, zˇe orientovany´ u´hel, jezˇ sv´ıra´ kladna´ cˇa´st osy
x1 s tecˇny´m vektorem pode´l kazˇde´ trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (32) ma´ pro
t → ∞ konecˇnou limitu. Tato limita je da´na orientovany´m u´hlem prˇ´ıslusˇne´
poloprˇ´ımkove´ trajektorie, ktera´ lezˇ´ı na jedne´ ze dvou prˇ´ımek, jejichzˇ rovnice
lze z´ıskat volbou C1 = 0, C2 6= 0 a C1 6= 0, C2 = 0 v obecne´m rˇesˇen´ı syste´mu
(32). T´ımto jsme oveˇrˇili vlastnosti, jezˇ jsme o singula´rn´ım bodu o syste´mu
(32) prohla´sili. Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (32) je zna´zorneˇn na obra´zku
1.
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Obra´zek 1: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (32) - prˇitazˇlivy´ uzel
Prˇ´ıklad 4.13. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = 3x1 + x2
x˙2 = −4x1 − x2.
(33)
Matice A =
(
3 1
−4 −1
)
je regula´rn´ı a bod o je tedy jediny´m sin-
gula´rn´ım bodem syste´mu (33). Charakteristicka´ rovnice matice A ma´ tvar
λ2 − 2λ+ 1 = 0.
Z uvedene´ rovnice plyne, zˇe λ1 = λ2 = 1. Jelikozˇ se jedna´ o rea´lne´ a kladne´
korˇeny, tak na za´kladeˇ veˇty 4.11 mu˚zˇeme rˇ´ıci, zˇe singula´rn´ı bod o syste´mu
(33) je odpudivy´m uzlem a tud´ızˇ je nestabiln´ı. Nyn´ı si ukazˇme souvislost
mezi obecny´m rˇesˇen´ım syste´mu (33) a klasifikac´ı singula´rn´ıho bodu o tohoto
syste´mu. Obecne´ rˇesˇen´ı syste´mu (33) je da´no vztahem
x(t) = (et(C1 + C2t),−et(2C1 + 2C2t− C2))T , C1, C2, t ∈ R.
Vid´ıme, zˇe plat´ı lim
t→−∞
‖x(t)‖ = 0. Tato podmı´nka zarucˇuje, zˇe kazˇda´ trajek-
torie rˇesˇen´ı x = x(t) syste´mu (33) se pro t → −∞ limitneˇ bl´ızˇ´ı k bodu o
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Obra´zek 2: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (33) - odpudivy´ uzel
(pro t→∞ se od bodu o vzdaluj´ı), cozˇ vypov´ıda´ o nestabiliteˇ singula´rn´ıho
bodu o syste´mu (33). Na obra´zku 2 vystupuje jako trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu
(33) mimo jine´ take´ prˇ´ımka. Na rozd´ıl od prˇedchoz´ıho prˇ´ıkladu je zde tato
prˇ´ımka pra´veˇ jedna a jej´ı parametricke´ vyja´drˇen´ı lze z´ıskat volbou konstant
C1, C2 vystupuj´ıc´ıch v rovnici obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu (33) a to tak, zˇe
C1 6= 0, C2 = 0. Z obra´zku 2 je patrne´, zˇe velikost orientovane´ho u´hlu tecˇne´ho
vektoru pode´l kazˇde´ trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (33) od kladne´ cˇa´sti osy x1
ma´ pro t → −∞ konecˇnou limitu (je omezena uvedenou prˇ´ımkou). Tato
u´vaha spolu s podmı´nkou odpudivosti singula´rn´ıho bodu o syste´mu (33),
tj. lim
t→−∞
‖x(t)‖ = 0, poukazuje na zmı´neˇnou klasifikaci tohoto singula´rn´ıho
bodu a tedy i na jeho nestabilitu.
Prˇ´ıklad 4.14. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = −1
2
x1 − x2
x˙2 = −2x1 − 2
3
x2.
(34)
Matice A =
( −1
2
−1
−2 −2
3
)
je regula´rn´ı a bod o je tedy jediny´m sin-
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gula´rn´ım bodem syste´mu (34). Charakteristicka´ rovnice matice A ma´ tvar
6λ2 + 7λ− 10 = 0.
Rˇesˇen´ım te´to rovnice dosta´va´me korˇeny λ1 =
5
6
, λ2 = −2 a vid´ıme, zˇe oba
korˇeny jsou rea´lne´, prˇicˇemzˇ jeden je kladny´ a druhy´ za´porny´. Nyn´ı mu˚zˇeme
podle veˇty 4.11 rˇ´ıci, zˇe singula´rn´ı bod o syste´mu (34) je sedlem a tud´ızˇ je
nestabiln´ı. Tato skutecˇnost vyply´va´ take´ z obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu (34),
ktere´ je da´no vztahem
x(t) = (C1e
−2t + C2e
5
6
t,
3
2
C1e
−2t − 4
3
C2e
5
6
t)T , C1, C2, t ∈ R.
Nejprve uvazˇujme situaci, kdy C1 6= 0, C2 6= 0, pak kazˇda´ trajektorie rˇesˇen´ı
syste´mu (34) se pro t→ ±∞ vzdaluje od bodu o. Da´le pokud C1 6= 0, C2 = 0,
respektive C1 = 0, C2 6= 0, pak trajektori´ı rˇesˇen´ı syste´mu (34) je prˇ´ımka,
ktera´ pro t → +∞, respektive t → −∞ konverguje k bodu o. Vid´ıme tedy,
zˇe trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (34), pro neˇzˇ plat´ı C1 6= 0, C2 6= 0, jsou krˇivky,
ktere´ maj´ı pro t → +∞, respektive t → −∞ asymptotu prˇ´ımku vyhovuj´ıc´ı
volbeˇ konstant C1 = 0, C2 6= 0, respektive C1 6= 0, C2 = 0. Z provedeny´ch
u´vah vyply´va´, zˇe existuj´ı jak trajektorie, ktere´ se pro t → +∞ bl´ızˇ´ı k bodu
o, tak trajektorie, ktere´ se pro t → +∞ vzdaluj´ı od bodu o, cˇ´ımzˇ jsme
uka´zali, zˇe singula´rn´ı bod o syste´mu (34) je sedlem. Graficka´ interpretace je
provedena na obra´zku 3.
Prˇ´ıklad 4.15. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = −3x1 − 5x2
x˙2 = 2x1 − x2.
(35)
Matice A =
( −3 −5
2 −1
)
je regula´rn´ı a bod o je tedy jediny´m sin-
gula´rn´ım bodem syste´mu (35). Charakteristicka´ rovnice matice A ma´ tvar
λ2 + 4λ+ 13 = 0.
Rˇesˇen´ım te´to rovnice dosta´va´me dva komplexneˇ sdruzˇene´ korˇeny se za´pornou
rea´lnou cˇa´st´ı, a sice λ1,2 = −2±3i. Tato skutecˇnost na´m podle veˇty 4.11 rˇ´ıka´,
zˇe singula´rn´ı bod o syste´mu (35) je prˇitazˇlivy´m ohniskem, cozˇ znamena´, zˇe
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Obra´zek 3: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (34) - sedlo
je asymptoticky stabiln´ı. Da´le uvazˇujme obecne´ rˇesˇen´ı syste´mu (35), ktere´ je
ve tvaru
x(t) = (e−2t(C1 sin (3t) + C2 cos (3t)),
− 1
5
e−2t((C1 − 3C2) sin (3t) + (3C1 + C2) cos (3t)))T , C1, C2, t ∈ R.
Protozˇe funkce sin (3t), cos (3t) jsou omezene´ a funkce e−2t konverguje pro
t → ∞ k nule, plat´ı, zˇe lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0. T´ımto jsme uka´zali, zˇe kazˇda´ tra-
jektorie rˇesˇen´ı x = x(t) syste´mu (35) se pro t → ∞ limitneˇ bl´ızˇ´ı k bodu o.
Na obra´zku 4 vid´ıme, zˇe orientovany´ u´hel, ktery´ sv´ıra´ kladna´ cˇa´st osy x1 s
tecˇny´m vektorem kazˇde´ trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (35), pro t → ∞ neome-
zeneˇ roste. Pomoc´ı prˇedesˇly´ch u´vah jsme na za´kladeˇ obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu
(35) shrnuli vlastnosti singula´rn´ıho bodu o syste´mu (35) a sice, zˇe tento bod
je prˇitazˇlivy´m ohniskem a je asymptoticky stabiln´ı.
Prˇ´ıklad 4.16. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = 3x1 + x2
x˙2 = −4x1 + 3x2.
(36)
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Obra´zek 4: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (35) - prˇitazˇlive´ ohnisko
Matice A =
(
3 1
−4 3
)
je regula´rn´ı a bod o je tedy jediny´m singula´rn´ım
bodem syste´mu (36). Charakteristicka´ rovnice matice A je tvaru
λ2 − 6λ+ 13 = 0.
Rˇesˇen´ım te´to rovnice z´ıska´va´me dva komplexneˇ sdruzˇene´ korˇeny s kladnou
rea´lnou cˇa´st´ı λ1,2 = 3 ± 2i. Na za´kladeˇ veˇty 4.11 jsme uka´zali, zˇe singula´rn´ı
bod o syste´mu (36) je odpudivy´m ohniskem a tud´ızˇ je nestabiln´ı. Rozhodnout
o stabiliteˇ cˇi nestabiliteˇ singula´rn´ıho bodu o syste´mu (36) mu˚zˇeme take´ z
obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu (36), ktere´ ma´ tvar
x(t) = (e3t(C1 sin (2t) + C2 cos (2t)), 2e
3t(C1 cos (2t)− C2 sin (2t)))T ,
kde C1, C2, t ∈ R. Jelikozˇ funkce sin (2t), cos (2t) jsou omezene´ a funkce e3t
konverguje pro t → −∞ k nule, plat´ı, zˇe lim
t→−∞
‖x(t)‖ = 0. Tato podmı´nka
zarucˇuje, zˇe kazˇda´ trajektorie rˇesˇen´ı x = x(t) syste´mu (36) se pro t → ∞
vzdaluje od bodu o a tento bod je tedy nestabiln´ı. Na obra´zku 5 vid´ıme,
zˇe orientovany´ u´hel sevrˇeny´ kladnou cˇa´st´ı osy x1 a tecˇny´m vektorem kazˇde´
trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (36) pro t → −∞ neomezeneˇ roste, cozˇ z hle-
diska klasifikace singula´rn´ıho bodu o syste´mu (36) poukazuje na odpudivy´
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Obra´zek 5: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (36) - odpudive´ ohnisko
uzel. Teˇmito u´vahami jsme shrnuli a oveˇrˇili vyrˇcˇene´ za´veˇry ty´kaj´ıc´ı se tohoto
singula´rn´ıho bodu s vyuzˇit´ım obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu (36).
Prˇ´ıklad 4.17. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = x1 − x2
x˙2 = 2x1 − x2.
(37)
Matice A =
(
1 −1
2 −1
)
je zrˇejmeˇ regula´rn´ı a bod o je tud´ızˇ jediny´m
singula´rn´ım bodem syste´mu (37). Charakteristicka´ rovnice matice A ma´ tvar
λ2 + 1 = 0.
Z uvedene´ rovnice plyne, zˇe λ1,2 = ±i, cozˇ znamena´, zˇe tyto korˇeny jsou
ryze komplexneˇ sdruzˇene´ a singula´rn´ı bod o syste´mu (37) je podle veˇty 4.11
strˇedem a tud´ızˇ je stabiln´ı. Trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (37) jsou uzavrˇene´
krˇivky a body, ktere´ na nich lezˇ´ı, rotuj´ı prˇi t→∞ okolo tohoto singula´rn´ıho
bodu. Pomoc´ı obecne´ho rˇesˇen´ı syste´mu (37), ktere´ je tvaru
x(t) = (C1 sin t+ C2 cos t, (C2 − C1) cos t+ (C1 + C2) sin t)T , C1, C2, t ∈ R.
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nyn´ı urcˇ´ıme, o jaky´ typ uzavrˇene´ krˇivky se jedna´. Nejprve pro zjednodusˇen´ı
tohoto vy´razu zavedeme substituci
C1 = C cosϕ, C2 = C sinϕ, kde ϕ ∈ 〈−pi, pi〉 .
Po dosazen´ı te´to substituce do vy´razu, jezˇ definuje obecne´ rˇesˇen´ı syste´mu
(37) a na´sledny´ch u´prava´ch dostaneme soustavu dvou rovnic
x1(t) = C sin (t+ ϕ),
x2(t) = C(sin (t+ ϕ)− cos (t+ ϕ)).
Vyja´drˇ´ıme-li z prvn´ı rovnice sin (t+ ϕ) a dosad´ıme do druhe´, pak po jedno-
duchy´ch u´prava´ch z´ıska´me vztah
2x1
2(t)− 2x1(t)x2(t) + x22(t) = C2, C 6= 0.
Uvedena´ rovnice je rovnic´ı elipsy. Provedene´ u´vahy mu˚zˇeme tedy shrnout tak,
zˇe trajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (37) jsou elipsy a singula´rn´ı bod o syste´mu (37)
je strˇed. Je tedy zrˇejme´, zˇe body lezˇ´ıc´ı na trajektori´ıch rˇesˇen´ı syste´mu (37) se
v za´vislosti na cˇase pohybuj´ı po teˇchto trajektori´ıch okolo singula´rn´ıho bodu
o syste´mu (37), prˇicˇemzˇ zˇa´dny´ z nich nikdy nezaujme takovou polohu, aby
vzda´lenost mezi t´ımto bodem a singula´rn´ım bodem o syste´mu (37) byla v
limiteˇ rovna nule. T´ımto jsme prˇipomneˇli, zˇe singula´rn´ı bod o syste´mu (37) je
stabiln´ı a uka´zali jsme, zˇe nen´ı asymptoticky stabiln´ı. Graficka´ interpretace
rˇesˇen´ı uvedene´ho syste´mu je zna´zorneˇna na obra´zku 6.
Nyn´ı si na na´sleduj´ıc´ım prˇ´ıkladu uka´zˇeme situaci, kdy singula´rn´ı bod o
nen´ı jediny´m singula´rn´ım bodem dane´ho syste´mu.
Prˇ´ıklad 4.18. Uvazˇujme autonomn´ı linea´rn´ı syste´m
x˙1 = −x1 + x2
x˙2 = 2x1 − 2x2.
(38)
V tomto prˇ´ıpadeˇ je na rozd´ıl od prˇedchoz´ıch prˇ´ıklad˚u matice
A =
( −1 1
2 −2
)
singula´rn´ı a syste´m (38) ma´ tedy nekonecˇneˇ mnoho sin-
gula´rn´ıch bod˚u, mezi nimizˇ je take´ bod o, ktery´ budeme da´le vysˇetrˇovat.
Charakteristicka´ rovnice matice A ma´ tvar
λ2 + 3λ = 0.
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Obra´zek 6: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (37) - strˇed
Z uvedene´ rovnice plyne, zˇe λ1 = 0 a λ2 = −3. Protozˇe nulovy´ korˇen λ1
je jednoduche´ho typu, tj. ma´ na´sobnost jedna a druhy´ korˇen λ2 je za´porny´,
mu˚zˇeme na za´kladeˇ veˇty 3.9, uvedene´ v prˇedchoz´ı kapitole, prohla´sit, zˇe sin-
gula´rn´ı bod o syste´mu (38) je stabiln´ı. Nyn´ı se pod´ıvejme na obecne´ rˇesˇen´ı
syste´mu (38), ktere´ ma´ tvar
x(t) = (C1 + C2e
−3t,−2C2e−3t + C1)T , C1, C2, t ∈ R.
Polozˇ´ıme-li kladne´ cˇ´ıslo δ = ε, pak zrˇejmeˇ plat´ı, zˇe ‖x(t)‖ ≤ ‖x(0)‖ < δ =
ε, cozˇ zarucˇuje, zˇe kazˇda´ kladna´ polotrajektorie rˇesˇen´ı syste´mu (38), ktera´
vycha´z´ı z bodu x(0) lezˇ´ıc´ıho v δ-okol´ı singula´rn´ıho bodu o syste´mu (38), lezˇ´ı
cela´ v ε-okol´ı tohoto singula´rn´ıho bodu. T´ımto jsme na za´kladeˇ obecne´ho
rˇesˇen´ı syste´mu (38) doka´zali stabilitu singula´rn´ıho bodu o. Da´le vid´ıme, zˇe
pokud C2 = 0, C1 6= 0, pak rˇesˇen´ı syste´mu (38) je konstantn´ı pode´l prˇ´ımky,
jej´ızˇ rovnice je x1 = x2. Na te´to prˇ´ımce lezˇ´ı nekonecˇneˇ mnoho singula´rn´ıch
bod˚u syste´mu (38). Prˇ´ıpad kdy C2 6= 0, C1 = 0 zobrazuje prˇ´ımka dana´ rovnic´ı
x1 = −12x2.
Mu˚zˇou nastat samozrˇejmeˇ i jine´ prˇ´ıpady syste´mu (30), jehozˇ singula´rn´ı
bod o nen´ı jediny´m singula´rn´ım bodem. Dalˇs´ım prˇ´ıpad, ktery´ muzˇe nastat je,
zˇe jeden korˇen charakteristicke´ rovnice matice A je nulovy´ a druhy´ kladny´.
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Obra´zek 7: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı syste´mu (38)
Takovy´to syste´m ma´ opeˇt nekonecˇneˇ mnoho singula´rn´ıch bod˚u pode´l urcˇite´
prˇ´ımky procha´zej´ıc´ı pocˇa´tkem neboli singula´rn´ım bodem o, ktery´ je pak
podle veˇty 3.9 nestabiln´ı. Nakonec, jsou-li oba korˇeny charakteristicke´ ma-
tice A nulove´, ma´ dany´ syste´m take´ nekonecˇneˇ mnoho singula´rn´ıch bod˚u,
prˇicˇemzˇ singula´rn´ı bod o je nestabiln´ı. Pokud nav´ıc plat´ı, zˇe matice A je
nulova´, pak tyto singula´rn´ı body vyplnˇuj´ı cely´ fa´zovy´ prostor R2.
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i1(t) i2(t)
R1 R2
R3
L1 L2
+
−
M
u(t)
Obra´zek 8: Sche´ma uvazˇovane´ho elektricke´ho obvodu
5 Fyzika´ln´ı aplikace teorie stability syste´mu˚
ODR 1
V te´to cˇa´sti pra´ce budeme vysˇetrˇovat stabilitu cˇasoveˇ promeˇnny´ch elek-
tricky´ch proud˚u i1(t) a i2(t) procha´zej´ıc´ıch elektricky´m obvodem, ktery´ je
zna´zorneˇn na obra´zku 8. Uvedeny´ obvod se skla´da´ z transforma´toru, k jehozˇ
prima´rn´ımu vinut´ı je v okamzˇiku τ prˇipojen zdroj cˇasoveˇ promeˇnne´ho elek-
tricke´ho napeˇt´ı u(t), ktere´ je da´no vztahem u(t) = ς sinωt, kde ς je amplituda
napeˇt´ı a ω je u´hlova´ frekvence napeˇt´ı. K sekunda´rn´ımu vinut´ı transforma´toru
je prˇipojen dvojpo´l (jednobran). Tento dvojpo´l zde vystupuje jako rezistor s
konstantn´ım elektricky´m odporem R3. Vid´ıme, zˇe do obvodu jsou zarˇazeny
take´ dva rezistory s konstantn´ımi elektricky´mi odpory R1, R2 a tyto rezistory
zde zastupuj´ı odpory vinut´ı v prima´rn´ı a sekunda´rn´ı veˇtvi transforma´toru.
Transforma´tor sesta´va´ ze dvou c´ıvek navinuty´ch na spolecˇne´m ja´dru, prˇicˇemzˇ
tyto c´ıvky s n´ım nejsou vodiveˇ spojeny. Na za´kladeˇ Faradayova za´kona a
vztah˚u, jezˇ definuj´ı vlastn´ı a vza´jemnou indukcˇnost c´ıvek, nap´ıˇseme dveˇ rov-
nice, ktere´ se vyjadrˇuj´ı k cˇasoveˇ promeˇnne´mu elektromotoricke´mu napeˇt´ı na
prima´rn´ım a sekunda´rn´ım vinut´ı transforma´toru. Prvn´ı, respektive druha´,
rovnice bude algebraicky´m soucˇtem elektomotoricky´ch napeˇt´ı buzeny´ch na
prima´rn´ı, respektive sekunda´rn´ı, c´ıvce procha´zej´ıc´ımi elektricky´mi proudy
45
prima´rn´ım a sekunda´rn´ım vinut´ım transforma´toru. Ma´me tedy
uL1(t) = L1
di1(t)
dt
+M
di2(t)
dt
, uL2(t) = L2
di2(t)
dt
+M
di1(t)
dt
. (39)
Da´le pomoc´ı druhe´ho Kirchhoffova za´kona dostaneme rovnici pro prima´rn´ı,
respektive sekunda´rn´ı veˇtev uvazˇovane´ho elektricke´ho obvodu, a sice
uL1(t) + uR1(t) = u(t) pro kazˇde´ t ≥ τ,
respektive
uL2(t) + uR2(t) + uR3(t) = 0 pro kazˇde´ t ≥ τ.
Dosad´ıme-li do teˇchto rovnic vztahy (39) a za hodnoty elektricky´ch napeˇt´ı
prˇ´ıslusˇne´ soucˇiny elektricky´ch odpor˚u a proud˚u podle Ohmova za´kona, do-
staneme
L1
di1(t)
dt
+M
di2(t)
dt
+R1i1(t) = u(t),
M
di1(t)
dt
+ L2
di2(t)
dt
+R2i2(t) +R3i2(t) = 0
pro kazˇde´ t ≥ τ . Z te´to soustavy rovnic vyja´drˇ´ıme slozˇky di1(t)
dt
, di2(t)
dt
, cˇ´ımzˇ
dostaneme syste´m linea´rn´ıch obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic ve tvaru
di1(t)
dt
= − R1L2
L1L2 −M2 i1(t) +
M(R2 +R3)
L1L2 −M2 i2(t) +
L2
L1L2 −M2u(t),
di2(t)
dt
=
MR1
L1L2 −M2 i1(t)−
L1(R2 +R3)
L1L2 −M2 i2(t)−
M
L1L2 −M2u(t)
(40)
pro kazˇde´ t ≥ τ . Polozˇ´ıme-li
a11 = − R1L2
L1L2 −M2 , a12 =
M(R2 +R3)
L1L2 −M2 , b1(t) =
L2
L1L2 −M2u(t),
a21 =
MR1
L1L2 −M2 , a22 = −
L1(R2 +R3)
L1L2 −M2 , b2(t) = −
M
L1L2 −M2u(t),
pak syste´m (40) prˇejde na tvar
di1(t)
dt
= a11i1(t) + a12i2(t) + b1(t),
di2(t)
dt
= a21i1(t) + a22i2(t) + b2(t).
(41)
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Odvodili jsme tedy syste´m, jehozˇ rˇesˇen´ım lze z´ıskat vztahy popisuj´ıc´ı cˇasovy´
pr˚ubeˇh elektricky´ch proud˚u i1(t) a i2(t). V programu Maple 12 jsem vy-
tvorˇil aplikaci, ktera´ pro na´mi zadane´ velicˇiny L1, L2,M,R1, R2, R3 a u(t)
rˇesˇ´ı autonomn´ı linea´rn´ı syste´m (41), vykresluje grafy funkc´ı rˇesˇen´ı i1(t), i2(t)
a fa´zovy´ portre´t teˇchto rˇesˇen´ı. Tato aplikace je prˇ´ılohou te´to pra´ce a nese
na´zev apltransformator.mw. Da´le se budeme zaby´vat konkre´tn´ı situac´ı, kde
uvedene´ vztahy a hodnoty budou generova´ny pra´veˇ touto aplikac´ı, prˇicˇemzˇ
konstanty vzˇdy zaokrouhl´ıme na trˇi desetinna´ mı´sta. Uvazˇujme tedy elek-
tricky´ obvod z obra´zku 8 s na´sleduj´ıc´ımi vstupy
L1 = 4H, L2 = 3H, M = 3.4H, R1 = 2.5Ω, R2 = 1Ω, R3 = 100Ω,
u(t) = 250 sin (100pit)V.
Syste´m (41) ma´ pro zadane´ velicˇiny tvar
di1(t)
dt
= −17.045i1(t) + 780.455i2(t) + 1704.545 sin (100pit),
di2(t)
dt
= 19.318i1(t)− 918.182i2(t)− 1931.818 sin (100pit).
(42)
Elektricke´ proudy i1(t), i2(t) procha´zej´ıc´ı obvodem jsou v cˇase τ = 0 nulove´
a pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky jsou tedy tvaru
i1(0) = 0, i2(0) = 0. (43)
Pak rˇesˇen´ım pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42), (43) je vektorova´ funkce
i(t) =(0.192e−0.614t + 0.531e−934.613t + 1.581 sin (100pit)− 0.723 cos (100pit),
0.004e−0.614t − 0.625e−934.613t + 0.621 sin (100pit)− 1.858 cos (100pit))T ,
jej´ızˇ cˇasovy´ pr˚ubeˇh jednotlivy´ch slozˇek i1(t), i2(t) je zna´zorneˇn na obra´zc´ıch 9,
10. Nyn´ı se budeme zaby´vat stabilitou rˇesˇen´ı i(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42), (43).
Z kapitoly 3 v´ıme, zˇe namı´sto zkouma´n´ı stability rˇesˇen´ı i(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy
(42), (43) stacˇ´ı zkoumat stabilitu trivia´ln´ıho rˇesˇen´ı ih(t) = o homogenn´ıho
syste´mu
dih1(t)
dt
= −17.045ih1(t) + 780.455ih2(t),
dih2(t)
dt
= 19.318ih1(t)− 918.182ih2(t),
(44)
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Obra´zek 9: Cˇasovy´ pr˚ubeˇh elektricke´ho proudu i1(t)A
Obra´zek 10: Cˇasovy´ pr˚ubeˇh elektricke´ho proudu i2(t)A
48
ktere´ se ve fa´zove´m prostoru R2, podle teorie uvedene´ v kapitole 4, zob-
raz´ı na singula´rn´ı bod o = [0, 0] tohoto syste´mu. Protozˇe je matice A =( −17.045 780.455
19.318 −918.182
)
regula´rn´ı, je tento bod o = [0, 0] jediny´m singula´r-
n´ım bodem syste´mu (44). Rˇesˇen´ım charakteristicke´ rovnice matice A, tj.
det A =
( −17.045− λ 780.455
19.318 −918.182− λ
)
= 0,
dosta´va´me korˇeny λ1 = −0.614, λ2 = −934.613. Jelikozˇ jsou oba korˇeny
za´porne´, je podle veˇty 4.11 singula´rn´ı bod o syste´mu (44) prˇitazˇlivy´m uzlem,
cozˇ znamena´ zˇe je asymptoticky stabiln´ı a tud´ızˇ je asymptoticky stabiln´ı take´
rˇesˇen´ı i(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42), (43). Grafem rˇesˇen´ı i(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42),
(43) je krˇivka, ktera´ se prˇi t→∞ limitneˇ bl´ızˇ´ı k partikula´rn´ımu rˇesˇen´ı ip(t)
pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42), (43), tj. rˇesˇen´ı syste´mu
dip1(t)
dt
= 1704.545 sin (100pit),
dip2(t)
dt
= −1931.818 sin (100pit),
ktere´ ma´ tvar
ip(t) =(1.581 sin (100pit)− 0.723 cos (100pit),
0.621 cos (100pit)− 1.858 sin (100pit))T . (45)
Na obra´zku 11 je prˇedesˇla´ u´vaha zna´zorneˇna ve fa´zove´m prostoru R2. Za´veˇ-
rem tedy mu˚zˇeme rˇ´ıci, zˇe se elektricke´ proudy i1(t), i2(t), ktere´ po zapo-
jen´ı zdroje elektricke´ho napeˇt´ı do studovane´ho obvodu, procha´zej´ı prima´rn´ım
a sekunda´rn´ım vinut´ım transforma´toru za neˇjaky´ cˇas t v za´vislosti na vstup-
n´ım napeˇt´ı u(t) usta´l´ı.
6 Za´veˇr
C´ılem bakala´rˇske´ pra´ce bylo nastudovat a zpracovat teorii stability syste´-
mu˚ obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du a na´sledneˇ ji aplikovat
na konkre´tn´ım technicke´m proble´mu. Jak jizˇ bylo uvedeno v u´vodu, je v
te´to pra´ci popsa´na stabilita obecneˇ nelinea´rn´ıch syste´mu˚, linea´rn´ıch syste´mu˚
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Obra´zek 11: Fa´zovy´ portre´t rˇesˇen´ı i1(t) pocˇa´tecˇn´ı u´lohy (42), (43)
a syste´mu˚ autonomn´ıch. Pra´ce je prova´zena prˇ´ıklady, na ktery´ch jsou inter-
pretova´ny druhy stability dane´ho syste´mu a v prˇ´ıpadeˇ autonomn´ıch syste´mu˚
byla provedena klasifikace jeho singula´rn´ıho bodu. V pa´te´ kapitole je zpra-
cova´na aplikace stability na linea´rn´ım autonomn´ım syste´mu, jehozˇ rˇesˇen´ı po-
pisuje cˇasovy´ pr˚ubeˇh elektricky´ch proud˚u procha´zej´ıc´ıch prima´rn´ım a sekun-
da´rn´ım vinut´ı transforma´toru. K te´to pra´ci byly vypracova´ny v programu
Maple 12 dveˇ aplikace, ktere´ rˇesˇ´ı a vykresluj´ı fa´zove´ portre´ty rˇesˇen´ı linea´rn´ıch
autonomn´ıch syste´mu˚. Tyto aplikace maj´ı na´zvy aplfazovyportret.mw,
apltransformator.mw. C´ıle pra´ce byly tedy splneˇny.
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7 Seznam prˇ´ıloh
1. CD s bakala´rˇskou prac´ı ve forma´tu pdf a programy
aplfazovyportret.mw, apltransformator.mw.
2. CD s programy aplfazovyportret.mw, apltransformator.mw.
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